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Введение. В  настоящее  время  в  различных  технических  устройствах  используются  пьезокерамиче-
ские преобразователи в виде тонких биморфных пластин [1]. В качестве расчетной модели, как правило, 
используется прикладная теория для  тонких пластин,  в  которой кинематические  гипотезы дополняются 
аналогичными допущениями о характере изменения электрического поля  [2, 3].  

Для учета особенностей изменения связанных физических полей в многослойных системах с разрез-
ными электродами появляется необходимость проведения исследований в рамках теории электроупруго-
сти. Возникающие в этом случае значительные математические трудности позволили построить замкну-
тое решение в трехмерной постановке [4] при неполном удовлетворении краевых условий на цилиндри-
ческой поверхности жестко закрепленного элемента. Для решения данной проблемы в настоящей работе 
предложена новая модель динамического расчета биморфной пластины.  

1. Постановка задачи. Пусть круглая жестко закрепленная пластина, занимающая в цилиндрической  

системе  координат   , ,r z   область   :  0 ,r b    0 2 ,     0 z h
  , состоит из двух пьезокера-

мических элементов высотой  1h  ( 12h h  ), выполненных из материала гексагональной системы класса 6 

mm.    Изгибные  осесимметричные  колебания  возбуждаются  за  счет  подведения  к  лицевым  электродам 
пьезопластин  с  противоположным  направлением  вектора  аксиальной  поляризации,  электрического 

напряжения   ,V r t
  и заземлением внутренних электродированных поверхностей (рисунок 1).  

 
Рисунок 1 – Биморфная пластина 
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Дифференциальные уравнения движения и электростатики, а также  краевые условия в цилиндриче-
ской системе координат и безразмерной форме имеют следующий вид [5]: 
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1 * * 1, , , , , , , , , , /U W r z h h U W r z h h b  ;       33 11, ,V V e bС    ,   , , ,U r z t

      , ,W r z t
     радиаль-

ная и аксиальная компоненты вектора перемещений;   * * *, , ,zz r z t  * * *, ,rz r z t  нормальные и касатель-

ные механические напряжения;     * * * * * *, , , , ,rD r z t r z t   радиальная компонента вектора индукции и по-

тенциал  электрического поля; 
mke ,

11 33,     пьезомодули и  коэффициенты диэлектрической проницае-

мости электроупругого материала   , 1,5m k  ;  , mkC   объемная плотность и модули упругости пьезоке-

рамического материала;   0 0, ,U U   0 0,W W  известные  в  начальный  момент времени перемещения и ско-
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Соотношения (1)–(5) представляют математическую формулировку  рассматриваемой краевой зада-
чи электроупругости. 

2. Построение общего решения. Решение осуществляется методом  интегральных преобразований, 
используя последовательно преобразование Ханкеля   с конечными  пределами по переменной r и обоб-
щенное конечное   преобразование  (КИП)  [6]  по радиальной координате  z. Первоначально  соотношения  
(1)–(5) приводятся к стандартной форме, позволяющей провести данную процедуру разделения перемен-

ных. Для этого последнее равенство (2) заменяется условием наличия касательных напряжений   1 ,N z t  

на цилиндрической поверхности пластины:  
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В результате рассматривается новая задача электроупругости при действии на лицевых поверхностях 

биморфной пластины заданной электрической нагрузки   ,V r t  и приложенных на  цилиндрической по-

верхности конструкции неизвестных касательных напряжений   1 ,N z t . 

Для решения задачи (1)–(5), (6) вводятся новые функции   , ,w r z t ,   , ,r z t , связанные с   , , ,W r z t  

 , ,r z t  соотношениями: 

       1 0 11 11 1, , , , ,W r z t W t R C rN z t w r z t   ,                                              (7) 

     0 33 15 1, , , , ,r z t R e e rN z t r z t   , 

где W1, N1 –  неизвестные функции, определяемые в процессе решения задачи из условия отсутствия вер-
тикальных  перемещений  цилиндрической  поверхности  пластины  (последнее  краевое  соотношение  (2)); 
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В результате подстановки (7) в (1)–(5), (6) и учета особенностей изменения   , ,r z t , получаем кра-

евую задачу относительно функций  , ,U w  . При этом дифференциальные уравнения (1) и первое краевое 

условие (3) становятся неоднородными с правыми частями 
1 3R R ,

1B , а начальные условия (5) 
0 0,W W  

следует заменить на  0 0,w w (промежуточные выкладки здесь и ниже не приводятся в связи с ограничени-

ем объема статьи). 
Кроме того, условия (2), с учетом (6), (7), при r = 1, определяются равенствами:  
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К краевой задаче относительно U, w, χ применяем  преобразование Ханкеля с конечными пределами 
по переменной r, используя следующие трансформанты:   
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где 
nj   положительные нули функции   1 nJ j , расположенные в порядке их возрастания   0  0, ; 0n j   . 

В пространстве изображений получаем новую краевую задачу относительно трансформант  Hu , ,H Hw  . 

На втором этапе решения процедура стандартизации связана с приведением неоднородных гранич-
ных условий по координате z к однородным, при использовании следующих представлений: 

     1, , , , , ,H Hu n z t S n z t U n z t  ,                                                         (11)   

     2, , , , , ,H Hw n z t S n z t W n z t  ,         3, , , , , ,H Hn z t S n z t n z t   . 
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,   ...H   единичная функция Хэвисайда. 

В результате подстановки (11) в краевую задачу относительно трансформант uH,wH, ϕH, получаем но-

вую  задачу  для функций  , ,H H HU W  ,  которую  решаем,  используя  структурный  алгоритм  обобщенного 

метода конечных интегральных преобразований  ( КИП)  [6]. Для  этого введем на    сегменте   0,h  КИП 

с неизвестными компонентами   1 , ,inK z    2 , ,inK z  3 ,inK z  вектор-функции  ядра  преобразования: 
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где 
in  положительные параметры, образующие счетное  множество   1,i   . 

Подвергая  соотношения  для  , ,H H HU W   КИП  [8],  получаем однородную   краевую    задачу относи-

тельно компонент  ядра преобразований  1 2 3, ,in in inK K K , а также счетное множество задач Коши для транс-

форманты 
inG . Решение данных задач были получены автором в работе [7]. 

Подстановка  1 2 3, ,in in inK K K   в  граничные  условия  по  переменной  z  формирует  однородную  систему 

уравнений  относительно  постоянных  1 12,...,in inD D .  Разыскивая  ее  нетривиальные  решения,  получаем 

трансцендентное уравнение для вычисления собственных значений 
in , а также выражения постоянных 

интегрирования.   

Окончательные выражения функций   , , ,U r z t    , ,W r z t ,   , ,r z t  получим, применяя  последова-

тельно формулы обращения (13), (10). Тогда, с учетом (7), (11), имеем: 
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Функции   1W t ,  1 ,N z t  определяются при удовлетворении последнего краевого условия (2): 
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Здесь коэффициенты  kA  определяются при удовлетворении условия   1, , 0W z t  . При этом  краевое 

условие (2) удовлетворяется в 2k–2 точках по высоте сечения биморфной пластины. 
Полученные расчетные  соотношения  (14),  (15)    удовлетворяют  дифференциальным уравнениям  (1) 

и краевым  условиям  (2)–(5),  т.  е.  представляют  замкнутое  решение  рассматриваемой  краевой  задачи 
электроупругости. 
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3. Численные результаты. Выводы. В  качестве  примера  рассматривается  биморфная  пластина, 
имеющая следующие геометрические и физические  характеристики аксиально поляризованных пьезоке-
рамических пластин состава ЦТС–19: 

314 10b   м,  7730   кг/м2,  11 33 12 13 55, , , ,С С С С С    1010.9, 9.1, 6.1, 5.4, 2.4 10  H/м2, 

 31 33 15, ,e e e  4.9, 14.9, 10.6   Кл/м2,      9
11 33, 7.73, 7.26 10    Ф/м. 

Для анализа напряженно-деформированного состояния биморфной пластины рассматривается  ее ра-
бота на первой резонансной частоте. В этом случае для наиболее эффективного преобразования внешнего 
электрического воздействия на лицевых поверхностях пьезокерамических пластин необходимо использо-
вать два разрезных кольцевых электрода (количество и размеры электродов определяют нулевые значе-

ния функции   1 nJ j ) с радиусом их раздела  38.8 10a   м ( 1 0.628r a b  ). При этом электрический по-

тенциал подводится к соседним электродам в противофазе. 

Представляем  электрическую  нагрузку   ,V r t   в  виде:       0 1 1, sinV r t V H r r H r r t       , 

где 
0 ,V    амплитуда и частота внешнего воздействия в безразмерной форме. 

На рисунках 2–4 представлены графики, характеризующие изменение по пространственным коорди-
натам и времени составляющих механических и электрических полей напряжений (

110.8  ). 

 
 

Рисунок 2 – Изменения амплитудных значений  
касательных напряжений N1(z,t) по высоте  

биморфной пластины:  3
11 10h   м,  

3
12 0.5 10h    м,  3

13 0.35 10h    м 

Рисунок 3 – График  изменения вертикальной  
компоненты вектора перемещений  W(0,0,t)  

по времени ( 3
1 0.35 10h   м): 1,2 –

 
с учетом  

и без учета действия касательных напряжений N1(z,t) 

 

 
Рисунок 4 – Изменение амплитудных значений аксиальной компоненты вектора  
индукции электрического поля Dz(r,z,t) по высоте пьезокерамической пластины  

( 3
1 10 , 0.5 10z h h      м): 1,2 – r = 0.5, 3,4 – r = 0; 1,3 –

 
с учетом N1(z,t), 2,4 – без учета N1(z,t) 

На основании анализа результатов расчета можно сделать следующие выводы: 
1.  Антисимметричная  форма  касательных  напряжений N1(z,t)  (рисунок  2)  относительно  срединной 

поверхности практически не зависит от толщины пластин и частотных характеристик внешнего воздей-
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ствия. Экстремальное значение N1(z,t) находится в переделах (0.44 0.46) h1. Увеличение толщины пла-
стины приводит к росту касательных напряжений в жесткой заделке. 

2. Уточнение модели расчета, принятой в настоящей работе, приводит к увеличению вертикальной 

компоненты вектора перемещений. В частности, при вычислении   0,0,W t  (
3

1 0.35 10h   м) учет вли-

яния N1(z,t), по сравнению с приближенным решением [4], приводит к росту перемещений  на 17 % (ри-
сунок 3, графики 1, 2). Данное соотношение примерно выполняется и при изменении толщины пластины.  

3.  Уточненная  модель  расчета  не  оказывает  существенного  влияния  на  изменение  потенциала 
и напряженности электрического поля. Однако величина индукции электрического поля изменяется зна-
чительно. На рисунке 4  приведены  графики изменения  амплитудных  значений аксиальной  компоненты 

вектора индукции электрического поля   , ,zD r z t  по высоте пьезокерамической пластины. Цифрами 1,3 

обозначены результаты без учета, 2, 4 – с учетом касательных напряжений (1,2 – r = 0.5; 3,4 – r = 0). Раз-
ница составляет порядка 10 %. Причем при r = 0.5 величина Dz практически не меняется по переменной z 
(графики 1, 2), а в центре пластины  r = 0 данные изменения существенны. 

В заключение необходимо отметить, что данный подход также можно использовать при динамиче-
ском  расчете тонких и толстых анизотропных упругих пластин.  
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