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В силу условия (24) это равенство однозначно разрешается относительно управления ( )u t  и су-
ществует функция ( )μ i  такая, что 

( ) ( ),u t t tμ θ= ⎡ ⎤⎣ ⎦ .
  (35) 

Согласно (34) и (35) уравнение (33) перепишем в виде 

( ) ( )( ), , ,t B t f t t tθ μ θ⎡ ⎤= ⎡ ⎤⎣ ⎦⎣ ⎦ . (36) 

Это уравнение может быть исследовано методами нелинейного анализа [5]. 
Пусть ( )tθ  решение уравнения (36). Это решение подставим в (35) и находим управление, кото-

рое является решением уравнения (33). Сложность, возникающая при определении оптимального 
управления ( )0u t , заключается еще и в том, что на этом решении должно выполняется дополнитель-
ное условие (24). 

Если найдено оптимальное управление, то оптимальный процесс ( )0 ,V t x  находим по формуле 

(32). Далее ( )0u t  и ( )0 ,V t x  поставим в (15) и вычислим минимальное значение функционала 0J u⎡ ⎤⎣ ⎦ . 

Таким образом, найденная тройка ( ( )0u t , ( )0 ,V t x , 0J u⎡ ⎤⎣ ⎦ ) является решением задачи оптимизации. 
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Рассмотрим тепловой процесс V(t, x), описываемый краевой задачей [1, 2]: 

( ) ( ) [ , ( )], 0 1, 0 ,t xxV V a t V g x f t u t x t T= + + < < < <  
(0, ) ( ), 0 1V x x xψ= < < , 
( ,0) 0, ( ,1) ( ,1) 0, 0, 0x xV t V t V t t Tα α= + = > < ≤ , (1) 
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где коэффициент ( ) (0, )a t H T∈  является разрывной функцией, 
( ) (0,1), ( ) (0,1) , [ , ( )] (0, )g x H x H f t u t H Tψ∈ ∈ ∈ – заданные функции, причем функция внешнего воз-

действия [ , ( )]f t u t  нелинейно зависит от функции управления ( ) (0, ),u t H T∈  Н – гильбертово про-
странство, Т – фиксировано. 

Используя метод Фурье, формальное решение краевой задачи (1) можно представить в виде 

1

( , ) ( ) ( ),n n
n

V t x V t z x
∞

=

=∑  (2) 

где { }( )nz x  – полная ортонормированная система собственных функций, а ( )nV t  определяется как 
решение линейного интегрального уравнения  

2 2 2( ) ( )

0 0

( ) ( ) ( ) [ , ( )] , 1,2,3...n n n

t t
t t t

n n n nV t e e a V d e g f u d nλ λ τ λ ττ τ τ τ τ τ− − − − −= Ψ + + =∫ ∫  (3) 

и имеет вид 
2

0

[ ( )] [ ( )]

0

( ) [ , ( )] ,

t t

n n
s

ta d a d

n n nV t e e g f s u s ds
λ η η λ η η− + − +∫ ∫

= Ψ + ∫  

где { }nλ  – соответствующая система собственных значений, удовлетворяющих условиям: 

1, lim , (2 1), 0,1,2,3...
2n n n nn

n n nπλ λ λ π λ+ →∞
≤ = ∞ < < + = , 

nΨ , ng – коэффициенты Фурье соответственно функций ( )xΨ , ( )g x . Если функция [ , ( )]f t u t  
удовлетворяет условию  

[ , ( )] 0, [0, ],uf t u t t T≠ ∀ ∈  (4) 
то легко проверить, что каждому управлению ( ) (0, )u t H T∈  соответствует единственное решение 
краевой задачи (1) ( , )V t x  и это решение является элементом пространства ( ), (0,1) (0, ).H Q Q x T=  Это 
решение назовем слабо обобщенным решением [3], т.к. оно не является классическим решением.  

Далее рассмотрим задачу оптимизации, где на множестве решений краевой задачи (1) при вы-
полнении условия (4), требуется минимизировать функционал 

1
2 2

0 0

[ , ] ( , ) ( )] ( ) , 0,
T

I u V V t x x dx u t dtξ β β= − + >∫ ∫  (5) 

где ( ) (0,1)x Hξ ∈  – заданная функция. 
Пара 0 0( ( ), ( , )) (0, ) ( )u t V t x H T xH Q∈ , на которой функционал (5) достигает минимального значе-

ния, называется оптимально парой. При этом 0 ( )u t  называется оптимальным управлением, 0 ( , )V t x  – 
оптимальным процессом.  

Согласно принципу максимума для систем с распределенными параметрами [4] оптимальное 
управление 0 ( )u t  находим из соотношений 

1

0

( ) [ , ( )] ( ) ( , ) ,usignu t f t u t g x t x dxβ ω= ∫  (6) 

1[ , ( )]( [ , ( )]) ( ) 0, [0, ],u u uf t u t f t u t signu t t T−− < ∈  (7) 
где ( , )t xω  определяется как решение сопряженной краевой задачи 

( ) ( , ) 0, 0 1, 0 ,
( , ) 2[ ( , ) ( )] 0, 0 1,
( ,0) 0, ( ,1) ( ,1) 0, 0 .

t xx

x x

a t t x x t T
T x V T x x x
t t t t T

ω ω ω
ω ξ
ω ω αω

+ + = < < ≤ <

+ − = < <
= + = ≤ <

 (8) 

Обобщенное решение краевой задачи (8) находим по формуле  
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2 2[ ( )] [ ( )]

1 0

( , ) 2 [ [ , ( )] ] ( ),

T T

n n
t

Ta d a d

n n n
n

t x e h e g f u d z xτ

λ η η λ η η

ω τ τ τ
− + − +∞

=

∫ ∫
=− − +∑ ∫  (9) 

где 
2

0

[ ( )]

.

T

n a d

n n nh e
λ η η

ξ
− +∫

= −Ψ  
, ( ), ( )n n nV t tξ ω  – коэффициенты Фурье соответствующих функций. Соотношения (6) и (7) назы-

вают условиями оптимальности. Согласно (9) находим, что  
2 21 [ ( )] [ ( )]

10 0

( ) ( , ) 2 [ [ , ( )] ]

T T

n n
t t

Ta d a d

n n
n

g x t x dx g e h e g f u d
λ η η λ η η

ω τ τ τ
− + − +∞

=

∫ ∫
= − − +∑∫ ∫ . 

Учитывая монотонность функции [ , ( )]f t u t , т.е. условие (4), условие оптимальности (6) перепи-
шем в виде 

1

1 10

( ) [ , ( )] ( ) ( ) [ , ( )] ( ) ,
T

u n n n n
n n

u t f t u t G t G f u d G t hβ τ τ τ τ
∞ ∞

−

= =

+ =∑ ∑∫  (10) 

где 
2[ ( )]

( ) .

T

n
t

a d

n nG t g e
λ η η− +∫

=  
Таким образом, оптимальное управление 0 ( )u t  следует находить как решение нелинейного инте-

грального уравнения (10), удовлетворяющее дополнительному условию (7). Эта задача по своей по-
становке является новой в теории интегральных уравнений и обладает специфическими особенно-
стями. Например, нелинейное интегральное уравнение (10) является фредгольмовым и его решение 
не обладает свойством продолжаемости, т.е. решение строится в целом на отрезке[0, ]T . Если пола-
гать ( ) 0, [0, ]u t t T> ∈ , то решение интегрального уравнения  

1

1 10

[ , ( )] 2 ( ) ( ) [ , ( )] 2 ( ) ,
T

u n n n n
n n

f t u t G t G f u d G t hβ τ τ τ τ
∞ ∞

−

= =

+ =∑ ∑∫  (11) 

должен быть только положительного знака и удовлетворять дополнительному условию 
1[ , ( )]( [ , ( )] 0, [0, ].u u uf t u t f t u t t T− > ∀ ∈  (12) 

Если же полагать ( ) 0, [0, ],u t t T< ∈ то решение интегрального уравнения  

1

1 10

[ , ( )] 2 ( ) ( ) [ , ( )] 2 ( ) ,
T

u n n n n
n n

f t u t G t G f u d G t hβ τ τ τ τ
∞ ∞

−

= =

− + =∑ ∑∫  (13) 

должно быть только отрицательного знака и удовлетворять дополнительному условию  
1[ , ( )]( [ , ( )] 0, [0, ].u u uf t u t f t u t t T− < ∀ ∈  (14) 

Заметим, что если среди решений положительного знака уравнения (11) не имеется решения, для 
которого выполняется условие (12), то отсутствует решение задачи (11)–(12). В этом случае задача 
оптимизации также не имеет решения.  

Таким образом, существование оптимального управления тесно связано с вопросом существова-
ния решения задачи (11)–(12) (или задачи (13)–(14)). Отметим, что выявление тех условий, при вы-
полнении которых задача (11)–(12) имеет решение, требует дополнительных исследований. 

Предположим, что в условиях рассматриваемой задачи оптимизации решение задачи (11)–(12) 
(или задачи (13)–(14)) существует. Оно может быть найдено методом, разработанным проф. А.А. Ке-
римбековым [5]. Положим  

1( ) [ , ( )] ( ).usignu t f t u t tβ θ− =   (15) 
Из условия (7) следует, что соотношение (15) однозначно разрешается относительно u(t), т.е. 

имеет равенство 
( ) [ , ( ), ].u t t tϕ θ β=  (16) 
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В силу (15) и (16) уравнение перепишем в виде 

1 10

( ) ( ) ( ) [ , ( , ( ), )] ( ) ,
T

n n n n
n n

t G t G f d G t hθ τ τ ϕ τ θ τ β τ
∞ ∞

= =

+ =∑ ∑∫  (17) 

или в операторной форме 
[ ],Kθ θ=  (18) 

где оператор [ ]K ⋅  действует по формуле: 

1 0

[ ] ( )[ ( ) [ , ( , ( ), )] ].
T

n n n
n

K G t h G f dθ τ τ ϕ τ θ τ β τ
∞

=

= −∑ ∫  

Можно показать, что оператор [ ]K ⋅  переводит пространство H(0,T) в себя. 
Далее, пусть выполняются условия: 

(i) функция [ , ( )]f t u t  удовлетворяет условию Липшица по функциональному аргументу u(t), т.е. 

0|| [ , ( )] [ , ( )] || || ( ) ( ) || ;H Hf t u t f t u t f u t u t− ≤ −  (19) 
(ii) функция [ , ( ), ]t tϕ θ β  удовлетворяет условию Липшица по функциональному аргументу ( )tθ , т.е. 

0|| [ , ( ), ] [ , ( ), ] || ( ) || ( ) ( ) ||H Ht t t t t tϕ θ β ϕ θ β ϕ β θ θ− ≤ − . (20) 
Тогда при выполнении условия  

2
0 0 ( ) || ( ) || 1HTM g xγ λ ϕ β= < , (21) 

где 0 0, , ( ) ,M constλ ϕ β −  операторное уравнение (18) в пространстве H(0,T) имеет единственное ре-
шение. 

Доказательство. H(0,T) – является полным метрическим пространством. При выполнении усло-
вий (19)–(21) оператор [ ]K θ  является сжимающим. Поэтому согласно принципу сжимающих опера-
торов [6, 7] уравнение (18) имеет единственное решение. 

Решение уравнения (18) может быть найдено методом последовательных приближений [6, 7] по 
формуле: 

1[ ], 1,2,3,... ,n nK nθ θ −= =  
где 0 ( )tθ  – произвольный элемент пространства H(0,T) и при этом приближенное решение ( )n tθ  
удовлетворяет оценке 

0 0 (0, )|| ( ) ( ) || || [ ] || ,
1

n

n H H Tt t Kγθ θ θ θ
γ

− ≤ −
−

 

где ( )tθ  – точное решение уравнения (18). 
Далее ( )tθ , подставив в (16), решение нелинейного интегрального уравнения (11) находим по 

формуле: 
0 ( ) [ , ( ), ].u t t tϕ θ β=  
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