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ХОЛОДНАЯ ЭМИССИЯ ИЗ ПРОВОДЯЩЕГО ДИСКА 

В.В. Попов, Д.А. Летник, К.Р. Нурутдинова 

Использованием ряда асимптотических методов проанализирована квантовая туннельная эмиссия элек-
тронов из уединенного проводящего диска. Диск помещен во внешнее электрическое поле. Определен 
электрический заряд диска как функция времени. 
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Автоэмиссия (квантовая туннельная эмиссия электронов) из металла изучалась во многих рабо-

тах, в первую очередь в статье Фаулера и Нордхейма [1], но эмитирующий проводник при этом пред-
ставлял собой продолжение металлической цепи, а потому он не заряжался. Уединенная частица в 
результате автоэмиссии будет приобретать заряд. Огромное значение для автоэмиссии имеют сингу-
лярности формы поверхности: острия, углы и т.д., повышающие эмиссионные свойства частицы. Мы 
рассмотрим ситуацию, когда частица в форме диска помещена во внешнее электрическое поле, и ее 
плоскость параллельна вектору напряженности поля E. Этот вектор параллелен оси координат z. 
Нормаль к диску направлена вдоль оси x  и проходит через центр диска.  

Целью работы является определение заряда диска ( ), , ,q t E a A , где t – время; E – модуль напря-
женности внешнего однородного постоянного электрического поля; a – радиус диска; A – работа вы-
хода из металла.  

Заряд диска находится путем решения дифференциального уравнения  

( ), , ,dq I q E a A
dt

= ,  (1) 

где I – электрический ток. Этот туннельный ток электронов течет с поверхности диска в x – направ-
лении с обеих его поверхностей. Он выражается через плотность тока ( ), , , , ,xj q E a A y z  формулой 

xI j dydz= ∫∫ ,  (2) 

где интегрирование идет по поверхности диска, то есть, 2 2 2y z a+ ≤ . Туннелирование происходит 
только в области 0z < .  

Плотность туннельного тока выражается в асимптотическом ВКБ – приближении через коэффи-
циент прохождения по формуле [2, 3]: 

( )3
0

4 , , , , , ,
F

x
emj T q E a A y z dπ ε ε ε⎛ ⎞= ⎜ ⎟

⎝ ⎠∫=
.  (3) 

Здесь F – уровень Ферми; 2 / 2xmvε =  – x – компонента кинетической энергии электрона; ħ – по-
стоянная Планка; e – модуль заряда электрона; m – его масса. Температура вырожденного ферми-газа 
электронов металла принята в (3) равной нулю. Буквой T обозначен коэффициент туннельного про-
хождения электрона сквозь барьер: 

( )2 2exp , , , , , ,mT K q E a A y z ε
⎧ ⎫⎛ ⎞⎪ ⎪= −⎜ ⎟⎨ ⎬⎜ ⎟⎪ ⎪⎝ ⎠⎩ ⎭=

.  (4) 

Коэффициент K вычисляется по формуле [2]: 
0

0

x

K V F dxε= − +∫ .  (5) 
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Здесь x0 – значение координаты x, где подынтегральное выражение обращается в нуль. Буквой V 
обозначена потенциальная энергия электрона, туннелирующего из диска. Она равна 0V V eϕ= − , где 
V0 есть высота потенциального барьера для электронов в металле, отсчитываемая от дна зоны прово-
димости в отсутствие внешнего поля E, а φ – суммарный потенциал электрического поля вокруг дис-
ка. Этот потенциал равен  

e p qϕ ϕ ϕ ϕ= + + ,  

где e Ezϕ = − , 

( )
2

2

2 1, , , ,p
a a CE a x y z Ez arctg

a C a C
ϕ

π

⎧ ⎫⎪ ⎪⎛ ⎞= −⎨ ⎬⎜ ⎟ +⎝ ⎠⎪ ⎪⎩ ⎭
, (6) 

( )
2

, , , ,
2q

q aq a x y z arctg
a C

πϕ
⎧ ⎫⎪ ⎪= −⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

. (7) 

Здесь eϕ  – потенциал внешнего однородного статического электрического поля, E = | E |. 
Потенциал pϕ  есть поле диска, поляризовавшегося в результате внешнего воздействия. Он най-

ден нами как предельный случай потенциала поляризованного двухосного эллипсоида [4]. При этом  

( )
1/ 222 2 2 2 2 22 4C r a r a a x⎡ ⎤= − + − −⎢ ⎥⎣ ⎦

, 2 2 2 2r x y z= + + . 

Потенциал qϕ −  это поле диска, имеющего (искомый) заряд q.  

Заметим теперь, что на поверхности диска 2 2 2 0y z a+ − ≤ . Поэтому здесь 0C =  при 0x = . Су-
щественная автоэмиссия происходит только при x a<< . В этом случае 

( )
1/ 222 2 2 2 2 2 2 22 4C y z a y z a a x⎡ ⎤= + − + + − −⎢ ⎥⎣ ⎦

. 

Соответственно, и 2C a<< . Тогда, используя разложение ( )1/ / 2arctg a π≈ , справедливое при 
1a << , приведем выражение для K к виду: 

0
2 2

0

1 4
x

K a A x dxω β γ γ= + − − + +∫ . (8) 

При получении формулы (8) осуществлен переход к безразмерным переменным x ax→ , 
y ay→ , z az→ , и обозначено: 

0A V F= − −  работа выхода из металла. Введены безразмерные величины 

A
εω = , 

4

2

eEaz qe
a

A
πβ

− −
= , 2 21 y zγ = − − .  (9) 

Из условия 0q =  в начальный момент времени 0t =  вытекает, что при этом и 0β > , поскольку 
туннелирование может происходить только в область отрицательных значений z. На поверхности 
диска параметр 0γ > . 

Заменой переменной 
2

x shγ μ=  интеграл (8) приводится к виду 

( )
0 1/ 2

1/ 2

0

1 1 2
2 2

aK A sh ch d
μγ μω δ μ μ⎛ ⎞= + −⎡ ⎤ ⎜ ⎟⎣ ⎦ ⎝ ⎠∫ .  (10) 

Здесь 22
1
β γ

δ
ω

=
+

, а μ0 – значение μ, где подынтегральное выражение обращается в нуль.  
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Интеграл (10) связан с эллиптическими функциями [5], однако проще сразу искать его асимпто-
тическое приближение.  

Физический интерес представляет лишь случай, когда 1δ << . В этом асимптотическом пределе 

интеграл (10) после замены переменной интегрирования exp
2

tμδ ⎛ ⎞ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 принимает вид: 

( ) ( )
1

1/ 2 1/ 2
2

0

11 1
2
aK A t tdt Oγ ϖ
δ δ

⎛ ⎞= + − +⎡ ⎤ ⎜ ⎟⎣ ⎦ ⎝ ⎠∫ .  (11) 

Простые вычисления приводят к результату  
( )

( )

5/ 2

2

8 1
15
a A

K
z Q

ω+
=

∈ +
,  (12) 

где ( )4 /eEa Aπ∈= – безразмерная напряженность внешнего электрического поля E, а ( )/Q qe aA=  – 
безразмерный искомый заряд q. В принятом приближении K не зависит от y. Напомним, что безраз-
мерные переменные z и y на поверхности диска удовлетворяют условию 2 21 0y z− − ≥ , причем z име-
ет только отрицательные значения. В результате находим 

( )
( )

5/ 2

2

1
exp

a
T

z Q
ω⎡ ⎤+

= −⎢ ⎥
∈ +⎢ ⎥⎣ ⎦

,  (13) 

где 16 2
15

a mAa =
=

, 1 0z− ≤ ≤ . 

Плотность тока автоэмиссии xj  вычисляем по формуле (3). Поскольку в ВКБ приближении 
предполагается, что 2/ 1a ∈ >>  и ( )0 0Q = , то, как следствие, в интеграл (3) основной вклад дают зна-

чения 1
A
εω = << , и поэтому в формуле (13) мы можем осуществить разложение 

( ) ( )5/ 21 1 5/ 2ω ω+ ≈ + . Тогда  

( )
( )

/2

23
0

1 5/ 24 exp
F A

x

aemAj d
z Q

ωπ ω ω
⎧ ⎫+⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎪ ⎪⎣ ⎦= −⎨ ⎬⎜ ⎟

∈ +⎝ ⎠ ⎪ ⎪⎩ ⎭
∫=

.  (14) 

Верхний предел в последнем интеграле можно заменить бесконечным в силу используемого 
приближения ВКБ. Вычисляя интеграл (14), найдем 

( )
( )

2
4

22 3

16 exp
25x

emA aj z Q
a z Q

π ⎡ ⎤⎛ ⎞
= ∈ + −⎢ ⎥⎜ ⎟

∈ +⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎣ ⎦=
.  (15) 

В предэкспоненте далее заменим z на –1, поскольку только при близких к этому значению z тун-
нелирование идет с заметной интенсивностью в случае большого значения параметра 2/a ∈ .  

Вычислим теперь ток электронов ( )I q , туннелирующих с поверхности пластины по формуле 
(2). Так как автоэмиссия происходит только в область  

0z < , то 
( )

20 1
2

2
1 0

exp
z

x
aI j dydz aP dz dy

z Q

−

−

⎡ ⎤
= = −⎢ ⎥

∈ +⎢ ⎥⎣ ⎦
∫∫ ∫ ∫ ,  (16) 

( )
2

4
2 3

16
25

emAP Q
a

π
= ∈−

=
. 

Интегрирование по y идет в пределах четверти пластины, то есть y меняется в пределах от 0y =  

до ( )1/ 221y z= − . Вычислив интеграл по y, получим: 
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( )

0
2 2

2
1

4 1 exp aI P z dz
z Q−

⎡ ⎤
= − − ≈⎢ ⎥

∈ +⎢ ⎥⎣ ⎦
∫ ( )

0
2

2
1

4 2 1 exp aPa z dz
z Q−

⎡ ⎤
+ −⎢ ⎥

∈ +⎢ ⎥⎣ ⎦
∫ ,  (17) 

после чего произведем замену переменной интегрирования 2 1z λ= − . Тогда 

( )

2

2 2
2

0

8 2 exp
1

aI Pa Q dλ λ
λ

∞ ⎧ ⎫⎡ ⎤⎪ ⎪⎢ ⎥= − +⎨ ⎬
∈ −⎢ ⎥⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭

∫ .  (18) 

Лишь малые 1λ <<  дают заметный вклад в интеграл (18), поэтому верхний предел интегрирова-
ния в нем заменен на бесконечный. 

Теперь предположим, что Q <<∈, то есть рассматривается начальная стадия зарядки. Обратим 
внимание на то, что, согласно (13) автоэмиссия прекратится, когда заряд Q достигнет значения Q =∈ . 
Практически она прекратится еще задолго до этого.  

Произведем разложение в показателе экспоненты интеграла (18): 

( )
( )2

2 22

1 1 21
1

Q
Q

λ
λ

⎡ ⎤≈ + ∈ +⎢ ⎥∈ ∈⎣ ⎦⎡ ⎤∈ − +⎣ ⎦

, 

полагая, что 2 Qλ∈ + <<∈. После такого разложения интеграл (18) может быть вычислен, и результат 
имеет вид 

( )
2 3

3/ 2 2

2, , , exp 1Pa a QI q E a A
a

π⎛ ⎞∈ ⎡ ⎤⎛ ⎞= − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟ ∈ ∈⎝ ⎠⎣ ⎦⎝ ⎠
.  (19) 

Теперь искомый заряд q как функция времени может быть найден путем решения дифференци-
ального уравнения (1). Интегрирование с учетом начального условия  

( ) ( )0, , ,
0, , , 0

eq E a A
Q E a A

aA
= =  

дает ( ) ( )
2

, , , ln 1
2

Q t E a A
a

∈
= + Δ ,  (20) 

где 
( )

3/ 2 2 4

1/ 4 22 2

25 15 exp
64 2

e t a

a mAa

π ⎡ ⎤∈ ⎛ ⎞⎢ ⎥Δ = −⎜ ⎟⎢ ⎥ ∈⎝ ⎠⎣ ⎦=
.  (21) 

Перейдем к размерным переменным. При этом будем t выражать в секундах, E – в вольтах/см,  
a – в сантиметрах, A – в электрон-вольтах. Заряд q тогда будет измеряться в единицах СГС. Результат 
имеет вид: 

( ) ( )
3 3

11
5/ 2, , , 6,3 10 ln 1E aq t E a A

A
− ⎛ ⎞

= ⋅ + Δ⎜ ⎟
⎝ ⎠

,  (22) 

где 
5/ 2 5/ 2

5 7
17 / 4 22,1 10 exp 3,4 10Ea t A

A aE
⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞

Δ = ⋅ − ⋅⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

.  (23) 

Из (23) следует, что заряд q весьма чувствителен по отношению к значениям основных перемен-
ных E, a, A. Численные оценки по формулам (22)–(23) показывают возможность практического при-
менения автоэмиссии в полях 410E ≈  В/см, если 1≈a  см, 1≈A  эВ. 
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МОДЕЛЬ КИНЕТИКИ БИО-ОРГАНО-МИНЕРАЛЬНОГО ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ  
В СИСТЕМЕ ПОЧВА – РАСТЕНИЕ 

В.Г. Александров 

Описан подход построения локальной модели кинетически био-органо-минеральных взаимодействий в 
системе почва – растение, основанный на принципах В. Вольтерра и Э. Бауэра. 

Ключевые слова: модель; кинетика; дифференциальное уравнение; почво-бактериальная система. 
 
 
Взаимодействующими объектами системы почва – растение в элементарном почвенном объёме 

являются живые и костные компоненты. В качестве объектов кинетики системы почва – растение 
выбраны доминантные физиологические группировки микробиологического сообщества абориген-
ной почвенной микрофлоры, растительное сообщество и питательные субстраты минерального и ор-
ганического происхождения.  

В логическую основу построения локальной модели кинетических взаимодействий в системе 
почва – растение положены следующие принципы [1, 2]: 

 Пищевые субстраты имеются в неограниченном количестве. 
 Изменение массы биологических компонентов системы почва – растение подчиняется принципам 
Э. Бауэра развития живых систем: устойчивая неравновесность, работа структурных сил, предел 
массы и Основной закон развития. 

 Трофические отношения между биологическими объектами системы почва – растение как конку-
рентные, так и симбиотические. Это означает, что скорость изменения численности некоторого 
субъекта зависит от совместного влияния остальных субъектов. Участие остальных субъектов в 
изменении скорости численности некоторого субъекта определяется суммой долей их численно-
сти и описывается квадратной матрицей парных взаимодействий между ними. 

 Если пищевые субстраты имеются в неограниченном количестве и имеется несколько субъектов, 
их потребляющих, то масса каждого пищевого субстрата, потребляемая каждым субъектом в еди-
ницу времени, пропорциональна количеству особей этого субъекта.  

 Если субъект питается пищей, имеющейся в неограниченном количестве, прирост его численно-
сти за единицу времени пропорционален численности субъекта. 
Движение живого и костного вещества (живые структуры и субстраты) почво – растительной 

системы на основании изложенных принципов, можно описать следующей системой нелинейных 
обыкновенных дифференциальных уравнений (1): 


