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( ) ( )
1

0
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x xx x Aω εη ε
ε

−

=
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⎝ ⎠⎝ ⎠

∑ ,   0 0x = . (10) 

Решение задачи Коши (6N) для системы нелинейных дифференциальных уравнений (5N) ищется 
в виде: 

( ) ( ),N N NY x xϑ εξ ε= + , 

( ) ( ) ( ) ( ), , /N N N N N N NZ x x x xω τ εη ε τ ε= +Π + = −  (100) 
с начальными условиями: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0, 0 , , 0, , 0,N N N N N N N N Nx x x xϑ ω ξ ε η ε= Π = − = =  (101) 

где , , 0,k
k k kП Ke K constα τ ξ η−≤ ≤ = ≥ , 

( ) ( )
0 0 0

, , 0.
N N N

kz k k k k k
k k k

g x x x constϑ ω α
= = =

⎛ ⎞′ ≤ − = >⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ∑ ∑  (11) 

Теорема. Пусть 1) нелинейные вырожденные системы (81), (11) имеют некоторые непрерывные 
решения [ ],k kϑ ω , ( 0, )k N= ; 2) неизвестные постоянные Аk определяются из (9), (10); 3) функции 

f(x,y,z), g(x,y,z), ( 0, )k N=  имеют непрерывные производные до второго порядка в некоторой ограни-
ченной окрестности множества Мk, ( 0, )k N= . 

Тогда при 00 ε ε< < ( 0ε  – фиксированное число) система (1) (2) имеет единственное непрерыв-
ное решение: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )0 0
1

, , ,
N

k k k
k

y x x x p x xε ϑ εξ ε θ ϑ εξ ε
=

= + + +∑ , 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )0 0 0
1

, , ,
N

k k k k k
k

z x x x p x xε ω τ εη ε θ ω τ εη ε
=

= +Π + + +Π +∑ ,  

причем при 0ε →  это решение сходится к разрывному решению соответствующего вырожденного 
уравнения на полусегменте 0 1x< ≤ . 
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Рассмотрим уравнение 

[ ]( , ) ( ) ( ), , ,
b

t

K t s U s ds f t t a b a b= ∈ <∫ , (1) 

где ( , )K t s  и ( )f t  – заданные функции. 
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Наряду с уравнением (1) будем рассматривать уравнение  

[ ]( , ) ( , ) ( , ) ( ), ,
b

t

t K t s s ds f t t a bεϑ ε ϑ ε+ = ∈∫ ,  (2) 

где 0 ε<  – малый параметр. 
В [1] предложен метод регуляризации для интегральных уравнений первого ряда. Интегральные 

уравнение типа (1) и (2) исследовались в [2]. В указанных работах рассматривались уравнения с пе-
ременным верхним пределом. В настоящий работе для уравнения (1) построены вольтерровые регу-
ляризирующие операторы, доказаны теоремы единственности. 

Предположим, что 
а) при любом фиксированным [ ],t a b∈  1

1( , ) ( , ), 1qK t s L t b q∈ ≥  функция 1( , ) ( , )K t s L a b∈  и 

[ ]( , ) 0, ,K t t t a b≥ ∈ ; 
б) при τ η>  для любых 1( , ),( , ) {( , ) : }s s C s t a t s bτ η ∈ = < < <  справедлива оценка 

( , ) ( , ) ( ) ( , )K s K s l s K s s dsτ η− ≤ ∫ , 

где ( ) 0l t ≥  при [ ],t a b∈  и ( )1
1( ) , , 1ql t L a b q ≥ . 

Будем обозначать [ ], ,0 1C a bγ
ϕ γ< ≤ , линейное пространство всех функций ( )U t , определенных 

на [ ],a b  и удовлетворяющие условию ( ) ( ) ( ) ( ) , ( ) ( , )
b

t

U s U t C s t t K s s ds
γ

ϕ ϕ ϕ− ≤ − = ∫ , где С – по-

ложительная постоянная, зависящая от ( )U t , но не от t и s [ ],C a bγ
ϕ  является банаховым пространст-

вом с нормой 
( ) sup ( ) sup ( ) ( ) / ( ) ( )U t U t U s U t s t γ

γ
ϕ ϕ= + − − ; 

пространство непрерывных функций с нормой [ ]( ) max ( ) , ,
C

U t U t t a b= ∈ . 
Лемма 1. Пусть 

[ ] [ ]1 1( ) ( ) ( )1( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) , 0
b

t s t

t

t U t K s e U s U t dsε εϕ ϕ ϕ
εϑ ε ε− − −= + − >∫ .  (3) 

Тогда если [ ]( ) , , ( ) 0, ( ) ( , ), ( ) 0U t C a b U b K t L a b K t′∈ = ∈ >  при почти всех [ ],t a b∈  и 

[ ]( ) ( ) , ,
b

t

t K s ds t a bϕ = ∈∫ , то на сегменте [ ],a b  справедлива оценка  

1
1( , ) ( )3 ( )U C

t U t e βεβϑ ε ω ε −−
≤ ,  (4) 

где β произвольные число из интервала (0,1)  
1 1( ) sup ( ( )) ( ( ))U x Uω δ ϕ ϕ ν− −= −  

1( )xϕ−  – обратная функция к функции ( )tϕ ; 
если [ ]( ) , ,0 1, ( ) 0, ( ) ( , )U t C a b U b K t L a bγ

ϕ γ ′∈ < ≤ = ∈  

( ) 0K t ≥  при [ ] [ ], , ( ) ( ) , ,
b

t

t a b t K s ds t a bϕ∈ = ∈∫ , то  

( , )
C

t NC γϑ ε ε≤ ,  (5) 

где 
[ ], ,

sup
t s a b

N
∈

= ( ) ( ) / ( ) ( )U s U t s t γϕ ϕ− −  1

0

C e dτ γγ τ τ
∞

− −= ∫ . 
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Доказательство. Пусть 1( ), 0 1a t βϕ ε β−≤ ≤ < < . 
Тогда 

1
1

( )
( ) 1( , ) ( ) ( ) ( ) ( )

s

t

b K s ds
t

U U U
t

t e K s e ds
ε

ε ϕβ β βϑ ε ω ε ω ε ω ε
ε

−
− ∫

≤ + ≤∫ .  (6) 

Если 1( ) t bβϕ ε− ≤ ≤ , то  
11

1( )( ) ( )t
C

U t e U t e βε ϕ −−− ≤ ,  (7) 

[ ] [ ]
1 1 1

1

1
1

( ( ) ) ( ) ( )
1 1

( ( ) )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) 2 ( ) .

s s

t t

t bK d K d

t t

U C

K s e U s U t ds K s e U s U t ds

u t e

β
ε ε

β

β

ϕ ϕ ε τ τ τ τ

ε ε
ϕ ϕ ε

βω ε

−

−

−

− − −

−

−

∫ ∫
− + − ≤

≤ +

∫ ∫
 (8) 

Учитывая (6), (7), (8) из (3) получаем оценку (4). 
Если [ ]( ) ,U t C a bγ

σ∈ , то  

[ ] [ ]1 1( ) ( ) ( )( , ) ( ( )) ( ) ( ) ( )
b

t s tN

t

t N t e e K s s t d sε ε
γϕ ϕ ϕγ

εϑ ε ϕ ϕ ϕ− − −≤ + − =∫  

[ ] [ ]
( )

1 1( ) ( ) 1

0

( ) ( ) ( )
t

b
s t

t

N e K s s t ds N e d NC
ϕ
ε

ε
γϕ ϕ τ γ γ γγ ϕ ϕ γ τ τε ε−− − − −= − = ≤∫ ∫ . 

Рассмотрим уравнение (2) 

[ ] ( )1 1( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )
b b

f t

t t

t s K s s s ds K t s K s s s dsε ε εϑ ϑ ε ϑ ε+ = − − +∫ ∫  

отсюда, используя резольвенту ядра [ ]ε
),( ssK− , имеем: 

[ ] ( )1( , ) ( , ) ( , ) ( , )
b

f t

t

t s K t s K s s s dsε εϑ ϑ ε= − − + +∫  

[ ]
1

2

( , )
1 ( , ) { ( ) ( , ) ( , ) ( , ) }

t

b

b bK d

t t

K s s e f s K s K d ds
ε τ τ τ

ε
τ τ τ ϑ τ ε τ

− ∫
+ − + −∫ ∫ . 

Далее, после применения формулы Дирихле, получаем 
1 ( , )

1( , ) ( , , ) ( , ) ( )

b

t

b K d

t

t H t s s ds f t e
ε τ τ τ

εϑ ε ε ϑ ε
− ∫

= + +∫  

[ ]
1

2

( , )
1 ( , ) ( ) ( )

b

t

b K d

t

K s s e f s f t ds
ε τ τ τ

ε

− ∫
+ −∫ ,  (9) 

где [ ]
1 ( , )

1( , , ) ( , ) ( , )

b

t

K d

H t s K t s K s s e
ε τ τ τ

εε
− ∫

= − − −  

[ ]
1

2

( , )
1 ( , ) ( , ) ( , )

b

t

b K d

t

K e K t s K s
ε τ τ τ

ε
τ τ τ

− ∫
− −∫ .  (10) 

Уравнения (2) и (9) эквивалентны. Учитывая условия а) и б) из (10) имеем: 



Асимптотические и качественные методы дифференциальных и интегро-дифференциальных уравнений 
 

 
138 Вестник КРСУ. 2010. Том 10. № 9 

1 ( , )
1( , , ) ( ) ( , )

b

t

s K d

t

H t s l s K d e
ε τ τ τ

εε ν ν ν
− ∫

≤ +∫  

1

2

( , )
1 ( , ) ( , ) } ( )t

s K d

t t

K e K d d l s

τ

ε
τν ν ν

ε
τ τ ν ν ν τ

− ∫
+ ≤∫ ∫ .  (11) 

Теорема 1. Пусть выполняются условия а) и б). Тогда если ( , ) 0K t t >  при почти всех [ ],t a b∈ , 
уравнение (1) имеет решение [ ]( ) ,U t C a b∈  и ( ) 0U b = , то решение уравнения (2) при 0ε >  сходится 
по норме [ ],C a b  к ( )U t . 

При этом справедлива оценка  
1

4( , ) ( ) 3 ( ) ( )
cC

t U t M U t e Mα βε βϑ ε ω ε−−
− ≤ + − ,  (12) 

где β – произвольные число из (0,1), 
1 1( ) sup ( ( )) ( ( )) , ( ) ( , )

b

U
x t

U x U t K s s ds
ν δ

ω δ ϕ ϕ ν ϕ− −

− ≤
= − = ∫ ; 

1( )xϕ− – обратная функция к функции ( )tϕ , 

exp ( )
b

a

M l s ds
⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦
∫ ; 

если ( , ) 0K t t ≥  при [ ],t a b∈ , уравнение (1) имеет решение [ ]( ) , ,0 1,U t C a bγ
σ γ∈ < ≤  

( ) ( , ) , ( ) 0
b

t

t K s s ds U bϕ = =∫ , то решение ( , )tϑ ε  уравнения (2) при 0ε →  сходится по норме [ ],C a b  к 

( )U t . При этом справедлива оценка  
( , ) ( )

C
t U t B γϑ ε ε− ≤ ,  (13) 

где 
[ ]

1

, ,0

exp ( ) , , sup ( ) ( ) / ( ) ( )
b

t s a ba

B TC l s ds C e d T U t U s t s γτ γγ τ τ ϕ ϕ
∞

− −

∈

⎡ ⎤
= = = − −⎢ ⎥

⎣ ⎦
∫ ∫ . 

Доказательство. В уравнении (2) сделаем замену  
( , ) ( ) ( , )t U t tϑ ε ξ ε= + .  (14) 

где ( )U t  – решение уравнения (1). Подставляя (14) в (2), имеем: 

( , ) ( , ) ( , ) ( )
b

t

t K t s s ds U tεξ ε ξ ε ε+ = −∫ . (15) 

Сравнивая эквивалентные уравнения (2) и (9), уравнение (15) сводим к эквивалентному  
уравнению  

( , ) ( , , ) ( , ) ( , )
b

t

t K t s s ds tξ ε ε ξ ε ϕ ε= +∫ ,  (16) 

где  

[ ]
1 1( , ) ( , )

1( , ) ( ) ( , ) ( ) ( )

b b

t t

bK d K d

t

t U t e K s s e U t U s ds
ε ετ τ τ τ τ τ

εϕ ε
− −∫ ∫

= + −∫ . (17) 

Учитывая оценку (11) из (15) имеем: 
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[ ]( , ) ( ) ( , ) ( , ) , ,
b

t

t L s s ds t t a bξ ε ξ ε ϕ ε≤ + ∈∫ .  (18) 

В случае 1) из (18) в силу неравенства Грануолла–Беллмана, в силу (17) и в силу леммы 1 имеем 
оценку (13). 

Следствие 1. Если выполняются условия а), б) и ( , ) 0K t t >  при почти всех [ ],t a b∈ , то решение 
уравнения (1) в пространстве [ ],C a b  единственно. 

Доказательство. Пусть ( )U t  – ненулевое непрерывные на [ ]0 ,t T  решение уравнения (1) при 
( ) 0f t ≡ . Тогда 

( , ) ( ) ( , ) ( , ) ( )
b b

t t

K s s U s ds K t s K s s U s ds≤ −∫ ∫ . 

Отсюда, по условию и в силу теоремы о среднем, имеем: 

[ ]* *( ) ( ) ( ) , ,
b

t

U t l s U s ds t t b≤ ∈∫ . 

Теперь переходя к пределу при b t→ , получим ( ) 0U b = . Тогда из оценки (12) вытекает  
( ) 2 ( )UC

U t M βω ε≤ − , 

где 0 00 ,ε ε ε< ≤ − достаточное малое фиксированное число. Следовательно, ( ) 0
C

U t = , т.е ( ) 0U t =  

при [ ],t a b∈ . 
Следствие 2. Если выполняются условия а), б) и существует число 1 ( , )t a b∈  такое, что 

( , ) 0K t t >  при почти всех 1( , )t a t∈ , то решение уравнения (1) единственно в пространстве 

[ ], ,0 1, ( ) ( , )
b

t

C a b t K s s dsγ
ϕ γ ϕ< ≤ = ∫ .  

Доказательство аналогично доказательству следствия 1. 
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