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НЕЛОКАЛЬНАЯ ЗАДАЧА С ИНТЕГРАЛЬНЫМ УСЛОВИЕМ  
ДЛЯ ЛИНЕЙНОГО УРАВНЕНИЯ  

В ЧАСТНЫХ ПРОИЗВОДНЫХ ТРЕТЬЕГО ПОРЯДКА 

А. Сопуев, Н.К. Аркабаев 

Доказано существование единственного решения нелокальной задачи с интегральным условием для ли-
нейного уравнения в частных производных третьего порядка. 
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В области { }( , ) :0 , 0D x y x y h= < < +∞ < <  рассмотрим уравнение 

( , ) ( , )xxx xyu u c x y u f x y− + = , (1) 

где ( , )c x y , ( , )f x y  – заданные функции. 
Нелокальными условиями принято называть такие условия, которые задают некоторую связь 

между значениями искомого решения в различных точках границы, либо в точках границы и внут-
ренних точках, либо только во внутренних точках области. Задачи с нелокальными условиями назы-
ваются нелокальными задачами. 

Нелокальные задачи с интегральными условиями для линейных уравнений в частных производ-
ных рассмотрены в работах [1–4]. 

Уравнение (1) по классификации работы [5] соответствует первому каноническому виду относи-
тельно старших производных, так как уравнение характеристик имеет одну трехкратную действи-
тельную характеристику. 

Задача 1. Найти в области D  непрерывное и ограниченное вместе с производной ux решение 
уравнения (1), удовлетворяющее условиям 

(0, ) ( ), 0u y y y hϕ= ≤ ≤ , (2) 
( ,0) ( ), 0u x x xτ= ≤ < +∞ , (3) 

0

( , ) ( ), 0 , 0,u x y dx E y y h const
α

α= ≤ ≤ = >∫  (4) 

где ( ), ( ), ( )y x E yϕ τ  – заданные функции, причем 
1 3( , ), ( , ) ( ), ( ), ( ) [0, ], ( ) [0, )c x y f x y C D E y y C h x Cϕ τ∈ ∈ ∈ +∞ , (5) 

0

( ) (0), (0) (0).x dx E
α

τ τ ϕ= =∫  (6) 

Введя обозначение 
( , ) ( , )xu x y x yϑ=  (7) 

уравнение (1) запишем в виде 
( , )xx y F x yϑ ϑ− = , (8) 

где ( , ) ( , ) ( , )F x y f x y c x y u= − . 
Пусть 

(0, ) ( )xu y yθ= , (9) 
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где ( )yθ  – пока неизвестная функция. Тогда, в силу обозначения (7), из условий (9) и (3), для ( , )x yϑ  
получаем краевые условия 

(0, ) ( ), 0 , ( ,0) ( ), 0y y y h x x xϑ θ ϑ τ= ≤ ≤ = ≤ < +∞ . (10) 
Решение задачи (8), (10) известно и представимо в виде [6] 

0 0 0 0

( , ) ( , ;0, ) ( ) ( , ; ,0) ( ) ( , ; , ) ( , ) ,
y y

x y G x y d G x y d d G x y F dξϑ η θ η η ξ τ ξ ξ η ξ η ξ η ξ
+∞ +∞

′= + +∫ ∫ ∫ ∫   (11) 

где 
2( )

4( )1( , ; , )
2 ( )

x
yG x y e

y

ξ
ηξ η

π η

−
−

−=
−

 – функция Грина уравнения теплопроводности. 

Учитывая обозначение ( , )F x y , из (11) имеем: 

0 0 0

( , ) ( , ) ( , ;0, ) ( ) ( , ; , ) ( , ) ( , ) ,
y y

xu x y x y G x y d d G x y c u dξ η θ η η η ξ η ξ η ξ η ξ
+∞

= Φ + −∫ ∫ ∫  (12) 

где 
0 0 0

( , ) ( , ; ,0) ( ) ( , ; , ) ( , ) .
y

x y G x y d d G x y f dξ τ ξ ξ η ξ η ξ η ξ
+∞ +∞

′Φ = +∫ ∫ ∫  

Интегрируя уравнение (12) по x  будем иметь: 

0
0 0 0 0 0

( , ) ( , ) ( , ;0, ) ( ) ( , ; , ) ( , ) ( , )
y yx x

u x y x y ds G s y d ds d G s y c u dξ η θ η η η ξ η ξ η ξ η ξ
+∞

= Φ + −∫ ∫ ∫ ∫ ∫   (13) 

где 0
0

( , ) ( ) ( , )
x

x y y s y dsϕΦ = + Φ∫ . Заметим, что 

0 0 0 0

1 ( )( , ;0, ) ( ) ( , ;0, ) ( )
2

y y yx dds G s y d G x y d
yξ

θ η ηη θ η η η θ η η
π η

= −
−∫ ∫ ∫ ∫ . 

Тогда уравнение (13) примет вид: 

0
0 0

0 0 0

1 ( )( , ) ( , ) ( , ;0, ) ( )
2

( , ) ( , ; , ) ( , ) .

y y

y

u x y x y d G x y d
y

d c G s y ds u d
α

θ η η η θ η η
π η

η ξ η ξ η ξ η ξ
+∞

=Φ + − −
−

⎡ ⎤
− ⎢ ⎥

⎣ ⎦

∫ ∫

∫ ∫ ∫
 (14) 

Отсюда, используя условие (4), получим: 

1
0 0 0

0 0 0

( ) 2( ) ( ) ( , ;0, )

2 ( ) ( , ; , ) ( , ) ( , ) ( ),

y y

y

d E y d G s y ds
y

d s ds G s y c u d Q y

α

α

θ η πη θ η η η
αη

π η α ξ η ξ η ξ η ξ
α

+∞

= + −
−

− − ≡

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫
 (15) 

где 1 0
0

2( ) ( ) ( , )E y E y s y ds
απ

α
⎡ ⎤

= − Φ⎢ ⎥
⎣ ⎦

∫ . Из условия согласования (6) имеем, что 1(0) 0.E =  Поэтому 

(0) 0Q = . Вычислим производную: 

1
0 0

0 0

2 2( ) ( ) ( ) ( , ;0, ) ( ) ( ) ( , ) ( , )

2 [ ( , ; , ) (0, ; , )] ( , ) ( , ) .

y

s

y

Q y E y y G y d s c s y u s y ds

d G y G y c u d

απ π πθ α η θ η η α
α α α

π η α ξ η ξ η ξ η ξ η ξ
α

+∞

′ ′= + + + − −

− −

∫ ∫

∫ ∫
 

Обращая уравнение (15), как интегральное уравнение Абеля, получим 
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0 1 2
0 0 0

3
0 0

( ) ( ) ( , ) ( ) ( , , ) ( , )

( , , ) ( , ) ,

y y

y

y y H y d d H y u d

d H y u d

α

θ θ η θ η η η ξ η ξ η ξ

η ξ η ξ η ξ
+∞

= + + +

+

∫ ∫ ∫

∫ ∫
 (16) 

где 1
( , ;0, )1 2( , ) ,

( )

y
sG tH y dt

y y tη

α ηη
α π η α π

= +
− −∫  2

2( ) ( , )( , , ) ,
( )

cH y
y

α ξ ξ ηξ η
α π η

−
= −

−
 

3
2 ( , ) ( , ; , ) (0, ; , )( , , ) ,

yc G t G tH y dt
y tη

ξ η α ξ η ξ ηξ η
α π

−
= −

−∫  1
0

1 ( )( ) .
y E ty dt

y tη

θ
π

′
=

−∫  

Заметим, что  
1

1( , ) ,CH y
y

η
η

≤
−

 2
2 ( , , ) ,CH y

y
ξ η

η
≤

−
 

3
3( , , ) , 0 , 0,CH y x

y
ξ η β β

η
≤ ≤ ≤ >>

−
 

2

4( )4
3( , , ) ,yCH y e x

y

ξ
ηξ η β

η

−
−≤ >

−
. 

Обращая уравнение (16) относительно ( )yθ , как интегральное уравнение Вольтерра второго ро-
да со слабой особенностью, имеем 

1 1 2
0 0 0 0

( ) ( ) ( , , ) ( , ) ( ; , ) ( , ) ,
y y

y y d T y u d d T y u d
α

θ θ η ξ η ξ η ξ η ξ η ξ η ξ
+∞

= + +∫ ∫ ∫ ∫   (17) 

где 1 2 2( ; , ) ( ; , ) ( , ) ( ; , ) ,
y

T y H y R y t H t dt
η

ξ η ξ η ξ η= + ∫  

2 3 3( ; , ) ( ; , ) ( , ) ( ; , ) ,
y

T y H y R y t H t dt
η

ξ η ξ η ξ η= + ∫  1 0 0
0

( ) ( ) ( , ) ( ) .
y

y y R y t t dtθ θ θ= + ∫  

Подставляя значение ( )yθ  из (17) в (14) получим 

1 1 2
0 0 0 0

( , ) ( , ) ( , ; , ) ( , ) ( , ; , ) ( , ) ,
y y

u x y x y d K x y u d d K x y u d
α

η ξ η ξ η ξ η ξ η ξ η ξ
+∞

=Φ + +∫ ∫ ∫ ∫  (18) 

где 

1 1( , ; , ) ( , ; ) ( ; , ) ,
y

K x y H x y s T s ds
η

ξ η ξ η= ∫  1( , ; ) ( , ;0, )
2 ( )

H x y s G x y s
y sπ

= −
−

 

2 2
0

( , ; , ) ( , ) ( , ; , ) ( , ; ) ( ; , ) ,
yx

K x y c G s y ds H x y s T s ds
η

ξ η ξ η ξ η ξ η= +∫ ∫  

1 0 1
0

( , ) ( , ) ( , ; ) ( ) ,
y

x y x y H x y s s dsθΦ =Φ + ∫ . 

Уравнение (18) представляет собой интегральное уравнение типа Вольтера второго рода, суще-
ствование единственного решения которого доказано методом последовательных приближений. 

Таким образом, имеет место 
Теорема. Если выполнены условия (5) и (6), то существует единственное непрерывное и ограни-

ченное решение задачи 1. 
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ОБ ОГРАНИЧЕННОСТИ РЕШЕНИЙ СЛАБОНЕЛИНЕЙНОГО  
НЕЯВНОГО ВОЛЬТЕРРОВА ИНТЕГРО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ  

ПЕРВОГО ПОРЯДКА С ЗАПАЗДЫВАНИЯМИ 

С. Искандаров, М.А. Темиров 

Устанавливаются достаточные условия ограниченности и стабилизации на полуоси решений слабонели-
нейного вольтеррова интегро-дифференциального уравнения первого порядка. 

Ключевые слова: ограниченность; стабилизация; метод весовых и срезывающих функций. 
 
 
Все фигурирующие ниже функции являются непрерывными и соотношения имеют место при 

0 0,t t t tτ≥ ≥ ≥ ; , ,k k ku v w < ∞  ( 1.. )k m= ; 0[ , );J t= ∞  ИДУ – интегро-дифференциальное уравнение; 
ДУ – дифференциальное уравнение. 

Задача. Установить достаточные условия немалости членов ограниченности на J и стремления к 
конечным пределам (стабилизации) при t →∞  любого решения ИДУ первого порядка типа Вольтер-
ра вида: 

( ) ( ) ( )x t a t x t′ +
0

( , ) ( )( ) ( )
t

t

K t x d f tτ τ τ τ′+ = +∫
0

1
( , ( ( )), ( , , ( ( ))) ),

tm

k k k k
j t

F t x t H t x dα τ β τ τ
=
∑ ∫  0 ,t t≥  (1) 

где функции ( , , ), ( , , )k k k k kF t u v H t wτ  ( 1.. )k m=  в области 0{ ,D t t= ≥  , ),k k ku v w< ∞ < ∞ < ∞  
( 1.. )}k m=  удовлетворяют условию “слабой нелинейности”: 

0( , , ) ( ) ( ) ( ) ,k k k k k k k kF t u v f t g t u q t v≤ + +  

( , , ( , )j k k kH t w h t wτ τ≤  ( 1.. )k m=  ( )SN   

с неотрицательными функциями ( ), ( ), ( ), ( , ) ( 1.. ),ok k k kf t g t q t h t k mτ =  и в случае справедливости “ус-
ловий запаздывания”: 

0 0( ) ,k kt t t t tα β≤ ≤ ≤ ≤ ( 1.. )k m= .  ( ), ( )α β   


