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ОБ ОГРАНИЧЕННОСТИ РЕШЕНИЙ СЛАБОНЕЛИНЕЙНОГО  
НЕЯВНОГО ВОЛЬТЕРРОВА ИНТЕГРО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ  

ПЕРВОГО ПОРЯДКА С ЗАПАЗДЫВАНИЯМИ 

С. Искандаров, М.А. Темиров 

Устанавливаются достаточные условия ограниченности и стабилизации на полуоси решений слабонели-
нейного вольтеррова интегро-дифференциального уравнения первого порядка. 

Ключевые слова: ограниченность; стабилизация; метод весовых и срезывающих функций. 
 
 
Все фигурирующие ниже функции являются непрерывными и соотношения имеют место при 

0 0,t t t tτ≥ ≥ ≥ ; , ,k k ku v w < ∞  ( 1.. )k m= ; 0[ , );J t= ∞  ИДУ – интегро-дифференциальное уравнение; 
ДУ – дифференциальное уравнение. 

Задача. Установить достаточные условия немалости членов ограниченности на J и стремления к 
конечным пределам (стабилизации) при t →∞  любого решения ИДУ первого порядка типа Вольтер-
ра вида: 

( ) ( ) ( )x t a t x t′ +
0

( , ) ( )( ) ( )
t

t

K t x d f tτ τ τ τ′+ = +∫
0

1
( , ( ( )), ( , , ( ( ))) ),

tm

k k k k
j t

F t x t H t x dα τ β τ τ
=
∑ ∫  0 ,t t≥  (1) 

где функции ( , , ), ( , , )k k k k kF t u v H t wτ  ( 1.. )k m=  в области 0{ ,D t t= ≥  , ),k k ku v w< ∞ < ∞ < ∞  
( 1.. )}k m=  удовлетворяют условию “слабой нелинейности”: 

0( , , ) ( ) ( ) ( ) ,k k k k k k k kF t u v f t g t u q t v≤ + +  

( , , ( , )j k k kH t w h t wτ τ≤  ( 1.. )k m=  ( )SN   

с неотрицательными функциями ( ), ( ), ( ), ( , ) ( 1.. ),ok k k kf t g t q t h t k mτ =  и в случае справедливости “ус-
ловий запаздывания”: 

0 0( ) ,k kt t t t tα β≤ ≤ ≤ ≤ ( 1.. )k m= .  ( ), ( )α β   
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Как видно из условий ( ), ( )α β , начальное множество 
0t

E  для ИДУ (1) состоит из одной точки 0{ }t .  

Речь идет о решениях ИДУ (1) 1( ) ( , )x t C J R∈  с любыми начальными данными 0( )x t . В силу ус-
ловий ( )SN , ( ), ( )α β  такие решения существуют (см., например, [1]). 

Отметим, что в [2] сформулированная задача для ограниченности на J решений при ( ) 0a t ≡  изу-
чена методом возведения уравнений в квадрат [3, с. 28], методом срезывающих функций [3, с. 41] и с 
использованием леммы [2] об интегральном неравенстве с запаздываниями; в [1] – для случая стрем-
ления к конечным пределам решений ИДУ вида (1) с ( ) ( ) 0a t f t≡ ≡  при t →∞  методом интеграль-
ных уравнений [3, с. 12-13] и методом интегральных неравенств с запаздыванием [1]. 

В настоящей работе приведенная задача для ИДУ (1) решается методом весовых и срезывающих 
функций [1] и методом интегральных неравенств с запаздываниями [2]. При этом обосновывается 
необходимость введения некоторой положительной весовой функции и выявляется влияние инте-
гральных возмущений на ограниченность решений ДУ вида: 

1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( , ( ( )))x t a t x t f t F t x tα′ + = + .  (1*) 
Пусть [3]: 0 ( )tϕ<  – некоторая весовая функция,  

1
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( ) ( 1.. )i t i nψ =  – некоторые срезывающие функции,  
1 1( , ) ( ) ( , )( ( ) ( )) , ( ) ( ) ( )( ( )) ( 1.. )i i i i i i iR t t K t t E t t f t t i nτ ϕ τ ψ ψ τ ϕ ψ− −≡ ≡ = , 

0( , ) ( ) ( ) ( 1.. ),i i iR t t A t B t i n= + =  ( )R  
( ) ( 1.. )ic t i n=  – некоторые функции. 

Для произвольно фиксированного решения ( )x t  ИДУ (1) умножаем на ( ) ( )t x tϕ ′  [4], интегрируем 
в пределах от t0 до t, в том числе по частям, при этом вводим условия ( )K , ( )f , функции 

( ), ( , )i it R tψ τ , ( )iE t , ( ) ( 1.. )ic t i n= , используем леммы 1.4, 1.5 [5], и с учетом условия ( )SN  приходим 
следующему неравенству: 
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Применяя к подынтегральной мультипликационной функции неравенство 
2 2

1 2 1 2 1 22 ( , )u u u u u u R≤ + ∀ ∈ , имеем  

0 0 0
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2 ( ) ( ){ [ ( ) ( ) ( ( )) ( , ) ( ( )) ]} ( )( ( ))

t s tm
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kt t t
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В силу 2 2 2( ) 2( ),a b a b+ ≤ + ,a b R∀ ∈  имеем: 
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С учетом (3), (4) из неравенства (2) получаем следующее неравенство:  
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Теорема. Пусть 1) выполняются условия ( )SN , ( ), ( )α β , ( ), ( ), ( );K f R  ( ) 0;tϕ >   
2) 1 2 1 1 2( ) ( ) ( ), ( ) 0; ( ( ) ( )) 0, ( ) 0,a t a t a t a t t a t a tϕ ′= + > ≥ ≥  существует функция * 1

2 ( ) ( , )a t L J R+∈  такая, что 
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2 2( ( ) ( )) ( ) ( ) ( );t a t a t t a tϕ ϕ′ ≤  3) ( ) 0, ( ) 0, ( ) 0,i i iA t B t B t′≥ ≥ ≤  существуют функции * 1( ) ( , ), ( )i iA t L J R c t+∈  
такие, что * ( ) 2 ( ) ( )( ) ( ) ( ), ( ( )) ( ) ( ) ( 1.. ; 0,1);k k k

i i i i i iA t A t A t E t B t c t i n k′ ≤ ≤ = =  4) ( , ) 0,iR tτ τ′ ≥  существу- 
ют функции * 1( ) ( , )iR t L J R+∈  такие, что *( , ) ( ) ( , ) ( 1.. );it i iR t R t R t i nτ ττ τ′′ ′≤ =   
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Тогда для любого решения ( )x t  ИДУ (1) выполняются утверждения: 
( ) (1)x t O= ,  (6) 

0

2
1( )( ( )) ( ) ( ) (1)

t

t

s x s ds t a t Oϕ ϕ′ =∫ . (7) 

Идея доказательства такова. В силу условий 2) – 5) теоремы из (5) имеем: 
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Далее к интегральному неравенству (8) применяется лемма из [2]. 
Следствие. Если 1) выполняются все условия теоремы и 1( ) ( ) (1)t a t Oϕ = ;  

2) 1 1( ) 0, ( ( )) ( , \{0})t t L J Rϕ ϕ −
+> ∈ , то любое решение ( )x t  ИДУ (1) стремится к конечному пределу 

при t →∞ . 
Утверждение следствия вытекает из: 

1 1
2 12 2 1( ) ( ( )) ( ) ( ( )) [ ( )( ( )) ( ( )) ]

2
x t t x t t t x t tϕ ϕ ϕ ϕ

− −′ ′ ′= ≤ +  

интегрированием от t0 до t и переходом к пределу при t →∞ , аналогично теореме 2 и следствию 1 из [6]. 
Приведем простейшие примеры. 
Пример 1. Для ИДУ 

2
2 2

2
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1( ) ( ) ( ) ( ), 0
1 2 1 2

t t t t
t t t e e e tx t e x t e e x d x t

t t t
τ τ τ
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выполняются все условия следствия при 
2

1 1( ) , 1, ( ) , ( ) 0,t tt e n t e A tϕ ψ≡ = ≡ ≡  

1 1 1
1 1 1( ) , ( ) , ( )

1 2 1
B t E t c t

t t t
−

≡ ≡ ≡
+ + +

, и, значит, любое его решение ( )x t  стремится к конечному пре-

делу при t →∞ , т.е. lim ( ) ( )
t

x t x
→∞

= ∞ < ∞ . 

Из этого примера следует, что есть необходимость введения некоторой весовой функции 
( ) 0tϕ >  для установления условий стабилизации решений при t →∞  ИДУ (1).  
Пример 2. ИДУ  

2 2 2 2

0

( ) ( ) ( ) 3 ( )sin[ ( ) ], 0
3

t
t t t ttx t x t e x d e e x x t e tτ τ τ+ −′ ′+ + = + − ≥∫  

удовлетворяет всем условиям теоремы при 2
1 1( ) 1, 1, ( ) , ( ) 0,tt n t e A tϕ ψ≡ = ≡ ≡  

1 1 1( ) 1, ( ) 3, ( ) 9B t E t c t≡ ≡ ≡ . Поэтому все решения этого ИДУ ограничены при 0t ≥ . Однако, соответ-
ствующее ДУ: 

2 2( ) ( ) 3 ( )sin[ ( ) ], 0
3

t t ttx t x t e e x x t e t−′ + ≡ + − ≥  

имеет решение 2( ) tx t e= , неограниченное при t R+∈  

где 
11

1
2

12 11 01 02( ) ( ) 2 ( ) ( ( )) 2[ ( ) ( ) ]G t b t b t b t b t b t
−∗≡ + + + . 

Таким образом, выявлено влияние интегрального члена типа Вольтера на ограниченность реше-
ний ДУ вида (1*). 
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МЕТОДЫ АМОРТИЗАЦИИ НА ЯЗЫКЕ ПРОГРЕССИЙ 

Ж.М. Койчуманова, Г.К. Усубалиева 

Рассматриваются методы амортизации на языке прогрессий: производственная амортизация, метод рав-
номерного (прямолинейного) списания и метод уменьшающегося остатка. Приведены практические за-
дачи из бухгалтерского учета. Амортизационные подсчеты сводятся к разностным уравнениям. 

Ключевые слова: амортизация; амортизируемая стоимость; коэффициент амортизации; равномерное спи-
сание; уменьшающийся остаток. 
 
 
Амортизация определяется как распределение первоначальной стоимости внеоборотного актива 

на период его эксплуатации каким-либо разумным способом, принимающим во внимание ликвида-
ционную стоимость этого актива. 

Говоря об амортизации в этой статье, будем понимать ее как бухгалтерский термин, используе-
мый для списания стоимости производственных активов в течение времени их полезного функцио-
нирования. В этом смысле амортизация не отражает напрямую физический и моральный износ объ-
екта, а также изменение его рыночной стоимости. 

Например, под воздействием инфляции, текущая рыночная цена объекта может быть выше, чем 
в прошлом, но в бухгалтерских записях такая ситуация невозможна. 

1. Производственная амортизация 
Метод начисления износа пропорционально объему выполненных работ (производственный – 

production method) исходит из предположения, что амортизация является только результатом объекта 
эксплуатации. В этом случае к объекту амортизации относят количество эксплуатационных единиц – 
количество километров, которое должен пройти автомобиль, количество деталей, которое должно 


