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КРАЕВАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ СМЕШАННО-ГИПЕРБОЛИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ  
ЧЕТВЕРТОГО ПОРЯДКА С ПОСТОЯННЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ  

С ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКОЙ ЛИНИЕЙ ПЕРЕХОДА 

А.Б. Осмоналиев  

Исследована краевая задача для смешанно-гиперболических уравнений 4-го порядка с постоянными ко-
эффициентами с характиристической линией перехода. Найдены достаточные условия существования 
единственного решения и приведены примеры. 
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Пусть область D представляет собой прямоугольник с вершинами 

0 1 0 1 1 2 1 2(0, ),B ( , ), ( , ), (0, )A h h B h A h− − , а D1 и D2 являются частями этой области, определяемые как 

1 ( 0)D D y= ∩ > , 2 ( 0),D D y= ∩ < 1 2( , , 0).h h >  
Введем класс функций: 

{
}

1 2
1

2
1

( , ) : ( , ) ( ) ( ), ( , ) ( ),

( , ) ( ), ( , ) ( ) .xxyy

M u x y u x y C D C D u x y C D

u x y C D u x y C D

= ∈ ∩ ∈

∈ ∈
 

Задача 1. Найти функцию ( , )u x y  из класса M, удовлетворяющую в области D1 уравнению 

1( , ) ( , ) ( , ), ,xxyy yyu x y bu x y f x y b const− = −   (1) 
и граничным условиям 

1 2(0, ) ( ), ( , ) ( ),u y y u y yϕ ϕ= =  10 ,y h≤ ≤  (2) 

1 1( , ) ( ),u x h xψ=  0 ,x≤ ≤  (3) 
а в области D2 – уравнению 

2( , ) ( , ) ( , ), ,xxyyu x y du x y f x y d const+ = −  (4) 
и граничным условиям 

3 4(0, ) ( ), (0, ) ( ),xu y y u y yϕ ϕ= =  2 0,h y− ≤ ≤  (5) 

2 2( , ) ( ),u x h xψ− =  0 ,x≤ ≤  (6) 
где ( )( 1..4), ( ), ( , )( 1,2)i j jy i x f x y jϕ ψ= =  – заданные функции, причем 

1 3 1 1 1 3 2 2 2 4 2(0) (0), ( ) (0), ( ) (0), (0) ( ).h h hϕ ϕ ϕ ψ ϕ ψ ψ ϕ′= = − = = −   (7) 
Согласно постановке задачи введем следующие обозначения: 

( , 0) ( , 0) ( ), 0 ,u x u x x xτ+ = − = ≤ ≤  (8) 
( , 0) ( , 0) ( ), 0 ,y yu x u x x xν+ = − = ≤ ≤  (9) 

где ( )xτ  и ( )xν  – пока неизвестные функции, причем в силу (7) для них должны быть выполнены 
следующие условия согласования: 

3 4 3 4 2(0) (0), (0) (0), (0) (0), (0) (0), ( ) (0.τ ϕ τ ϕ ν ϕ ν ϕ τ ϕ′ ′ ′ ′= = = = =   (10) 
Для решения задачи 1 воспользуемся результатами следующих задач. 
Задача 2. Найти функцию ( , )u x y , удовлетворяющую в области D1 уравнению (1) и условиям 

(2), (3) и (8). 
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В работе [1] показано, что задача 2 имеет единственное решение и оно в случае 0b >  представ-
ляется в следующем виде:  

( )1 1
0

1 1( , ) cos( ) ( ) sin( ) ( ) sin ( ) ( ) ( )
x

u x y bx y bx y b x b d
b b

ϕ χ ξ τ ξ τ ξ ξ⎡ ⎤ ′′= + − − + −⎣ ⎦∫  

( )2 2 1
0 0 0

1sin ( ) ( ) ( ) ( )sin ( ) ( , ) ,
yx xy b x b d y b x f d d

b b
ξ χ ξ χ ξ ξ η ξ ξ η ξ η⎡ ⎤ ⎡ ⎤′′− − + + − −⎣ ⎦ ⎣ ⎦∫ ∫∫   (11) 

где 1( )yχ  и 2 ( )xχ являются решениями следующей системы интегральных уравнений: 

1 1 2 2
0

2 2 2
0

( ) ( ) sin ( ) ( ( ) ( )) ,
sin( b )

sin ( ) ( ( ) ( )) ( ),
x

yy y b b d

b x b d x

χ ξ χ ξ χ ξ ξ

ξ χ ξ χ ξ ξ

⎧ ⎡ ⎤ ′′= Φ + − +⎪ ⎣ ⎦⎪
⎨
⎪ ⎡ ⎤ ′′− + = Φ⎪ ⎣ ⎦⎩

∫

∫
  (12) 

в которой 

1 2 1 4 2 1
1( ) ( ) cos ( ) sin (0) (0) cos (0)

sin( )
by y b y b b
b b

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ⎡ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤Φ = − + − + −⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣  

]1
0 0

1 ( )sin ( ) ( , ) ,
y

d y b f d
b

ξ η ξ ξ η η⎡ ⎤− − −⎣ ⎦∫ ∫  2 1
1

( ) ( ) ( )bx x F x
h
τΦ = +   (13) 

где  

[1 1 1 1 1
1

1( ) ( ) cos( ) ( ) sin( ) (0)bF x x b x h bx
h b

ψ ϕ ψ ′= − + + −  

]
1

4 1 1 1
0 0

1 1sin (0) cos (0) ( )sin ( ) ( , ) .
hx

bx bx d h b x f d
b b

ϕ ϕ ξ η ξ ξ η η⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤− − + − −⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦∫ ∫  

Тогда решение (11) можем переписать в виде 

2
1

( , ) 1 ( ) ( , ),yu x y x F x y
h

τ
⎡ ⎤

= − +⎢ ⎥
⎣ ⎦

 (14) 

где уже 1 1 2( ) ( ) ( )
sin( b )

yy yχ = Φ + Φ , 

2 1 1 4

1 1 1
0 0

1 1( ) cos ( ) sin ( ) sin (0)

1cos (0) ( ) ( )sin ( ) ( , ) .
yx

F x bx y bx y bx
b b

ybx F x y b x f d d
b b

ϕ χ ϕ

ϕ η ξ ξ η ξ η

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= + − −⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎡ ⎤ ⎡ ⎤− − + − −⎣ ⎦ ⎣ ⎦∫ ∫
 

Теперь рассмотрим следующую задачу. 
Задача 3. Найти ( , )u x y , удовлетворяющую в области D2 уравнению (4) и условиям (5), (8) и (9). 
Согласно работе [2] решение этой задачи представляется в виде 

2 2
0 0

3

( , ) ( , ; ,0) ( ) ( , ; ,0) ( )

( ) ( ) ( , ),

x x

u x y x y d x y d

y x x F x y

ξξ ηξξϑ ξ ν ξ ξ ϑ ξ τ ξ ξ

ν τ

= + +

+ − +

∫ ∫  (15) 

где  
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3 2 3 2 4( , ) ( , ;0, ) ( ) ( , ;0, ) ( )F x y x y y y x y y yηξ ηϑ ϕ ϑ ϕ= − +  

2 4 2 3 2 2
0 0 0

( , ; 0, ) ( ) ( , ; 0, ) ( ) ( , ; , ) ( , )
y yx

x y x y d x y f d dηη ηηξϑ η ϕ η ϑ η ϕ η η ϑ ξ η ξ η ξ η⎡ ⎤+ − + −⎣ ⎦∫ ∫ ∫  

' '
2 4 2 3 2 4 2 3( , ;0,0) (0) ( , ;0,0) (0) ( , ;0,0) (0) ( , ;0,0) (0)x y x y x y x yξ η ηξϑ ϕ ϑ ϕ ϑ ϕ ϑ ϕ− + − + , 

а ( ) ( )
( )

( ) ( )2 1 2 1
2 2

0

1 d
, ; ,

2 1 !

n n
n n

n

x y x y
n

ϑ ξ η ξ η
∞

+ +

=

−
= − −

+⎡ ⎤⎣ ⎦
∑   (16) 

– функция Римана [3] для уравнения (4).  
Из (14) вычислив ( , )yu x y  при 0y =  имеем: 

2
1

1( ) ( ) ( , 0)yx x F x
h

ν τ= − + ,  (17) 

а из (15) используя условие (6) и равенство (17) получим: 

2

1 0

1 ( ) ( , ) ( ) ( )
xh x K x d P x

h
τ ξ τ ξ ξ

⎛ ⎞
− + =⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫ ,  (18) 

где 2 2 2 2
1

1( , ) ( , ; ,0) ( , ; ,0)K x x h x h
hηξξ ξξξ ϑ ξ ϑ ξ= − − − , 

2 2 2 2 2 3 2 2
0

( ) ( , ; ,0) ( , 0) ( , 0) ( , ) ( ).
x

y yP x x h F d h F x F x h xξξϑ ξ ξ ξ ψ= − − + − −∫  

Если 2

1

1h
h
≠ , то равенство (19) как уравнение Вольтерра 2-го рода всегда имеет единственное ре-

шение. А если 2

1

1h
h
= , то дважды дифференцируя обе части уравнения (18) вновь получим уравнение 

Вольтерра 2-го рода.  
Таким образом, неизвестная функция ( )xτ  найдена, тогда ( )xν  легко может быть определена по 

равенству (18). 
Итак, доказана 
Теорема. Если [ ] [ ]1 2( ) 0, ( 1,2), ( ) ,0i jy C h i y C hϕ ϕ∈ = ∈ −  ( 3,4),j =  [ ]( ) 0, ( 1,2)k x C kψ ∈ =  и вы-

полнены условия (7), (10), то решение задачи 2 в классе M существует, единственно и определяется в 
областях D1 и D2 по формулам (14) и (15) соответственно. 

Пример. Пусть в области { }( , ) : 0 1, 0 1D x y x y= < < < < , представляющей квадрат с вершинами 

0 0 1 1(0,1),B (1, 1), (1, 1), (0, 1)A B A− −  и состоящей из подобластей 1 ( 0)D D y= ∩ > , и 2 ( 0),D D y= ∩ <  
требуется найти функцию ( , )u x y M∈ , удовлетворяющую в области D1 уравнению 

( , ) ( , ) ,xxxy yyu x y u x y y+ =  
и краевым условиям 

(0, ) , (1, ) 2 ,yu y y u y= =  0 1,y≤ ≤  1 1( , ) ( ),u x h xψ=  0 ,x≤ ≤  
а в области D2 уравнению ( , ) 4xxyyu x y =  
и краевым условиям 

2 3(0, ) , (0, ) ,xu y y u y y= =  1 0,y− ≤ ≤  
( , 1) 1 ,u x x− = −  0 1,x≤ ≤  

Единственное решение этой задачи представляется в области D1 в виде 
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3 3

3 3

sin 1 sin 1 5( , ) cos( ) 2 cos1 cos1 1 cos1 sin1 cos1
sin1 6 sin1 6 6

1 5 1 1( ) cos sin ( ) cos cos ,
6 6 6 6

yx xu x y y x y y y y

x y x x x x x y y xτ τ

⎡ ⎤ ⎡ ⎤= + − − + − + + − − +⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
⎡ ⎤+ − + + − − − + −⎢ ⎥⎣ ⎦

 

а в области D2 в виде 2 3 2 2( , ) ( ) ( )u x y y y x x y x y xτ ν= + + + + , 
где неизвестные функции ( )xτ  и ( )xν  определяются следующим образом 

21 1 sin 1 5 sin 5( ) cos ln 2 sin 1
2 6 sin1 6 6 sin1 6

x xx x xctg x xτ ⎡ ⎤= + − − + + −⎢ ⎥⎣ ⎦
, 

21 1 sin 1 5 sin 5( ) cos ln 2 sin 1
2 6 sin1 6 6 sin1 6

x xx x xctg x xν ⎡ ⎤= + − − + + +⎢ ⎥⎣ ⎦
. 

Легко можно проверить, что найденное решение удовлетворяет всем требованиям поставленной 
задачи. 
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ЗАДАЧА КОШИ ДЛЯ УРАВНЕНИЙ РЕАГИРУЮЩЕЙ СМЕСИ ГАЗОВ  
В ПОРИСТОЙ СРЕДЕ 

Д.А. Искендерова, А.М. Токторбаев 

Исследуется задача Коши для уравнений, описывающих течение реагирующей смеси газов в пористой 
среде. В начальный момент времени все характеристики среды известны и имеют разные пределы на 
бесконечности. Доказательство теоремы существования и единственности обобщенного решения прово-
дится методом априорных оценок. 

Ключевые слова: плотность, удельный объем, температура, концентрация компонент, апроиорные оцен-
ки, пористость среды. 
 
 
1. Постановка задачи и основной результат. Система уравнений, описывающая течение реаги-

рующей смеси газов с учетом пористости среды имеет вид [1, 2]:  
 v 10,      v
 

 u
t  x ρ

∂ ∂
− = =

∂ ∂
, 


