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а в области D2 в виде 2 3 2 2( , ) ( ) ( )u x y y y x x y x y xτ ν= + + + + , 
где неизвестные функции ( )xτ  и ( )xν  определяются следующим образом 

21 1 sin 1 5 sin 5( ) cos ln 2 sin 1
2 6 sin1 6 6 sin1 6

x xx x xctg x xτ ⎡ ⎤= + − − + + −⎢ ⎥⎣ ⎦
, 

21 1 sin 1 5 sin 5( ) cos ln 2 sin 1
2 6 sin1 6 6 sin1 6

x xx x xctg x xν ⎡ ⎤= + − − + + +⎢ ⎥⎣ ⎦
. 

Легко можно проверить, что найденное решение удовлетворяет всем требованиям поставленной 
задачи. 
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ЗАДАЧА КОШИ ДЛЯ УРАВНЕНИЙ РЕАГИРУЮЩЕЙ СМЕСИ ГАЗОВ  
В ПОРИСТОЙ СРЕДЕ 

Д.А. Искендерова, А.М. Токторбаев 

Исследуется задача Коши для уравнений, описывающих течение реагирующей смеси газов в пористой 
среде. В начальный момент времени все характеристики среды известны и имеют разные пределы на 
бесконечности. Доказательство теоремы существования и единственности обобщенного решения прово-
дится методом априорных оценок. 

Ключевые слова: плотность, удельный объем, температура, концентрация компонент, апроиорные оцен-
ки, пористость среды. 
 
 
1. Постановка задачи и основной результат. Система уравнений, описывающая течение реаги-

рующей смеси газов с учетом пористости среды имеет вид [1, 2]:  
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В предположении постоянства положительных коэффициентов 1 2,   ,   ,    ,  ,   rχ μ λ λ δ  система 
уравнений (1) является замкнутой относительно неизвестных функций ,   ,   ,   c uρ θ . ( )xβ  – коэффи-

циент проницаемости – непрерывная, неотрицательная, ограниченная функция и ( ) ;x dx Cβ
∞

−∞

≤∫  

0 1α≤ ≤ . 
Рассмотрим движение смеси в полосе: { ( , ) :  ,   0  }x t x R t TΠ = ∈ < < , ( - ,   )R = ∞ ∞ . 
Начальные условия записываются в виде: 

0 0 0 00 0 0 0
( ),    ( ),    ( ),    v v ( ),

t t t t
u u x x c c x xθ θ

= = = =
= = = =  (2) 

( ) ( ) ( )( )0 0 0 0 00 1,    0 v ,c x m x x Mθ< ≤ < ≤ ≤ < ∞  и имеют конечные пределы на бесконечности:  
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Введем вспомогательные функции ( ) ( ) ( ) ( ),  ,  ,   x f x x xψ γ φ , обладающие свойствами: 

( ) ( ) ( ) ( )1 1
1 1 0 20 <  ,    lim  v  1,      ( )

x
C x C x x x W Rψ ψ ψ−

→∞
′< < = ∈ , 

1 2
2 0 0 -  

( )  ,   lim ( )  ,   lim ( )  ,
x x

f x C f x u f x u
→ ∞ →+∞

< < ∞ = =  

( ) ( ) ( )1
3 2 10  ,     ( ) ,    ( ) ,f x C f x W R f x L R′ ′ ′< ≤ ∈ ∈  (4) 

( )1 1
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x
x C  c x x x W Rγ γ γ

→∞
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( )( ) ( )2
   ,     0 1x f xφ δ δ′ ′< < < . (5) 
Существование таких функций нетрудно проверить. 
Теорема. Пусть начальные данные (2) удовлетворяют условиям (3) и 

1
0 0 0 0 2( ,    v 1,   1,   1) ( )u f c W Rψ θ φ γ− − − − ∈ .  
Функция ( ), ,g cρ θ  является положительной и непрерывной в любой компактной области своих 

аргументов, a по ( )1/2φθ , кроме того, удовлетворяет условию Липшица и ( ), ,1 0g cρ = . 
Тогда в полосе ( )0,R TΠ = ×  с произвольной конечной высотой ,   0T T< < ∞  существует един-

ственное обобщенное решение задачи (1), (2), причем 

( ) ( )( ) ( )1
2 2

 v    v 1 0, ; ,       , , , , ,
    

u cL Τ W R L
t t t t

∂ ∂ ∂ θ ∂ψ
∂ ∂ ∂ ∂∞

⎛ ⎞− ∈ ∈ Π⎜ ⎟
⎝ ⎠

 



 
 

 
Вестник КРСУ. 2010. Том 10. № 9 165 

( ) ( )( ) ( )( )1 2
2 2 2,   1,   1 0, 0, ; ,u f c L Τ;W R L Τ W Rθφ γ ∞− − − ∈ ∩  

( ) ( ) ( )0 , 1,   v ,   c x t x,t x,tθ< ≤  – строго положительные, ограниченные функции. 
Доказательство теоремы проводится по следующей схеме: а) выводятся глобальные априорные 

оценки, положительные постоянные ,    ,    ,   i i iC C N K  в которых зависят только от данных задачи и 
величины Т интервала времени, но не зависят от промежутка существования локального решения; б) 
доказывается локальная теорема существования аналогично [1]; в) на основе полученных глобальных 
априорных оценок локальное решение продолжается на весь промежуток времени [ ]0, ,    0T T< < ∞ . 
Известно, что в одномерных нестационарных задачах вязкой газовой динамики априорные оценки 
удобнее всего получать в лагранжевых координатах. Введение их описано в [1]. 

2. Априорные оценки. Не ограничивая общности, примем все положительные постоянные в 
системе (1), равными единице. Из уравнений системы (1) и ограничений на данные задачи видно, что 
функции ( ) ( ) v ,   x,t x,tθ  неотрицательны и ( )0 , 1c x t< ≤ . 

Выведем закон сохранения. Сделаем замену, полагая 
( ) ( )

 1
 x x x

∂ ξ
∂ φ γ

= . Тогда система уравнений 
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⎛ ⎞
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Лемма. При выполнении условий теоремы справедлива оценка 

( ) ( ) [ ]
0

      0 ,    0,
t

U t W d E const t Tτ τ+ ≤ = > ∈∫  (7) 

где ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 21 1 1 ln 1 v ln v 1  
2 2

U t u f c dxγ φθ φθ ψ ψ⎧ ⎫= − + − + − − + − −⎨ ⎬
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Доказательство. Умножим первое уравнение системы (6) на 1
v

γ ψ⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

, второе на ( )1cγ γ − , 

третье на ( ) u fφγ − , четвертое на 1γ φ
θ
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⎝ ⎠

, сложим и проинтегрируем по R: 
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Оценим каждое kI , используя интегрирование по частям, неравенства Юнга, Коши, Гельдера, 
вложения. Интегрируя по времени полученное из (8) неравенство и применяя лемму Гронуолла, пе-
реходя к исходным переменным, выводим оценку (7). Лемма доказана. 

Рассуждая аналогично, можно получить все оценки, необходимые для доказательства существо-
вания обобщенного решения. Единственность доказывается составлением однородного уравнения 
относительно разности двух совместных решений аналогично [4, 5]. 

Теорема полностью доказана. 
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