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Интегро-дифференциальные уравнения в частных производных, дающие возможность математиче-
ского представления процессов с последействием, протекающих в пространстве и во времени играют 
важную роль в математике и ее приложениях. До сих пор остается малоисследованной областью пробле-
ма выяснения разрешимости задачи Коши для интегро-дифференциальных уравнений в частных произ-
водных. В [1, 2] найдены разрешимость и структура решений задачи Коши для дифференциальных урав-
нений в частных производных. В этих работах предлагается аналитический метод построения решений 
классической задачи Коши для дифференциальных уравнений в частных производных. Сутью предло-
женного метода является преобразование решений исходной задачи Коши в эквивалентное ей интеграль-
ное уравнение Вольтерра, к которой применим принцип сжатых отображений.  

В данной работе найдены достаточные условия разрешимости задачи Коши для нелинейных инте-
гро-дифференциальных уравнений в частных производных 
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где  ,,  – некоторые положительные постоянные;   yxtuyxtf ,,,,,  – непрерывная функция. 

Решение задачи (1)–(2) будем искать в виде 
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где  yxtc ,,  – известная функция такая, что    yxyxc ,,,0  , где  ,,  – положительные постоянные; 

 yxtQ ,,  – новая искомая функция. Подставляем (3) в (1). Производная из (3) по t  дает: 
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Отсюда, в силу (3) имеем: 
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Производная обеих частей (4) по x  дает: 
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Из (5) с учетом (4), получаем:  

         yxtuyxtuyxtuyxtu txtx ,,,,,,,,   
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Дифференцируя (6) по y , получаем: 
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Далее, умножая (6) на  , а затем складывая почленно (6) и (7), получаем: 

            yxtuyxtuyxtuyxtuyxtuyxtu txtxtyxytxy ,,,,,,,,,,,,   

          yxtcyxtcyxtcyxtuyxtu yxxyy ,,,,,,,,,,   

   yxtQyxtc ,,,,  .                                                           (8) 

Из (8) в силу уравнения (1) для определения неизвестной функции  yxtQ ,,  получаем нелинейное 

интегральное уравнение 
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где 

         yxtcyxtcyxtcyxtcyxtH yxxy ,,,,,,,,,,   .                     (10) 

Уравнение (9) будем решать применением принципа сжатых отображений. Правую часть (9) будем 

рассматривать как оператор PQ . 



Вестник КРСУ. 2016. Том 16. № 5 9

А.Б. Байзаков, К.А. Айтбаев 

Условие (К). Пусть при всех  

   uyxTtG ,,,,0 ,     uyxTtsG ,,,01  

функции  uyxtf ,,,  и  usyxtK ,,,,  непрерывные и ограниченные функции 

  constMuyxtf ,,, ,     constMusyxtK  1,,,, , 

кроме того, в этой области удовлетворяют условию Липшица по аргументу u : 

    2121 ,,,,,, uuLuyxtfuyxtf  ,       21121 ,,,,,,,, uuLusyxtKusyxtK  . 

Пусть 

         hxtRTCxtxtQ  ,,0,:, . 

Из уравнения (9) будем иметь 

NMMPQ  1 , 

где  

 uyxtHN
G

,,,max . 

Если выберем T  и h  так, чтобы 

hNTMM  1 ,                                                                   (11) 

то, оператор PQ  переводит множество   в себя. 

Покажем теперь, что оператор PQ  является оператором сжатия [3]. Из (9) используя условия (К), 

имеем: 

            

























      

 



 

 


 ddsddeLdsddeLPQPQ
t x y

yxs
t x y

yxst

0 0

1

0

21  

21
1

21 QQ
TLL

QQ 





.                                                         (12) 

В приведенной выше оценке были использованы следующие неравенства: 
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Выберем  ,,,T  так, чтобы 
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Тогда из (12) следует, что PQ  есть оператор сжатия на множестве  . По принципу сжатых отоб-

ражений следует, что система нелинейных интегральных уравнений (9) имеет единственное непрерывное 

решение   xtQ , . Подставив найденную функцию в (3), получим решение задачи Коши (1)–(2). Оче-

видно, что условие (2) выполняется в силу подбора функции  xtc , . 
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Исследуем теперь дифференциальные свойства решений задачи Коши (1)-(2). Для всех G  из равен-
ства (3) следует неравенство 
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Из (4) имеем: 
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Аналогично, из (5)–(8) можно доказать, что все производные, входящие в уравнение (1), равномерно 
ограничены. Таким образом, справедлива 

Теорема. Пусть выполнено условие (К). Тогда 00 T , такое, что задача Коши (1)–(2) имеет един-

ственное непрерывное ограниченное решение, которое представимо в виде (3). 

Замечание. Если уравнение (1) окажется линейным, т.е. правая часть имеет вид ),( xtff  , кроме 

того   0,,,, usyxtK , то решение задачи (1)–(2) можно найти в квадратурах 
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где )),(,( xtctH  определяется из соотношения (10). 

Это утверждение следует из (3), (9).  
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