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ОДИН КЛАСС СИСТЕМ ЛИНЕЙНЫХ ИНТЕГРАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ ПЕРВОГО РОДА 

С ДВУМЯ НЕЗАВИСИМЫМИ ПЕРЕМЕННЫМИ В НЕОГРАНИЧЕННЫХ ОБЛАСТЯХ 

З.А. Каденова

Исследована единственность решений систем линейных интегральных уравнений первого рода с двумя 
независимыми переменными  в неограниченных областях, в которых оператор, порожденный ядрами, не 
является компактным оператором. 
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Постановка	задачи.	Актуальность проблемы обусловлена потребностями в разработке новых подхо-
дов для регуляризации и единственности решений систем линейных интегральных уравнений первого рода 
с двумя независимыми переменными. В работе доказана теорема единственности решения интегральных 
уравнений первого рода с двумя независимыми переменными в неограниченных областях. Для этого ис-
пользованы методы функционального анализа и метод неотрицательных квадратичных форм. 

Рассмотрим уравнение

 (1)
где

 (2) 

– известные n×n-мерные матричные функции, определен-
ные соответственно в области

f (t,x) – известная, u (t,x) – неизвестная n-мерные вектор-функции.
В работах А.Н. Тихонова  [1], М.М. Лаврентьева [2, 3] и В.К. Иванова [4, 5], в которых дано новое по-

нятие корректности постановки таких задач, отличное от классического, показано средство для исследова-
ния некорректных задач, что стимулировало интерес к интегральным уравнениям, имеющим большое при-
кладное значение. В настоящее время бурно развивается теория и приложения некорректных задач. Один из 
классов таких некорректных задач составляют интегральные уравнения первого рода с двумя независимы-
ми переменными вида (1). 

Введем следующие обозначения:
1. Совокупность всех матриц, действующих в Rn обозначим М, < . , . > – скалярное произведение в Rn, 

 – нормы соответственно n×n-мерной матрицы и n-мерного вектора u, т. е. для любых 
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2. L2,n(G) – пространство n-мерных векторов с элементами из L2(G), 
 
 – норма в L2,n(G) – т. е. для 

любого :

3.  – пространство n×n-мерных матриц с элементами из L2(G2), – норма в L2((G2);M, – т. е. 

для любого 

Предполагается, что и , где C* – мат- 
рица, сопряженная с матрицей C. Тогда матричное ядро C (t, x, s, y) разлагается в ряд, который сходится по 
норме в пространстве L2,n(G2): 
                      

 
(3)

где  – ортонормированная последовательность собственных вектор-функций 
из L2,n(G),  – последовательность соответствующих ненулевых собственных значений интеграль-
ного оператора С, порожденного матричным ядром C (t, x, s, y), причем элементы  расположены  
в порядке убывания их модулей т. е.

.            
Обозначим 

, (4) 
  где B*(s,z,y) – сопряженная матрица и матрице B(s,z,y).

Потребуем выполнения следующих условий:
1.
2. Матрицы   – неотрицательны соответственно при 

всех значениях s [t0,∞), y [a,b], (s, z), (τ, y) G,  
.

3. Матрицы
 

 – неположительны при всех значениях соот-

ветственно ,  
.

4. Выполняется хотя бы одно из следующих четырех условий:
а) при почти всех (s, y)  G матрица  – отрицательны;
б) при почти всех (s, z)  G матрица  – положительны;
в) при почти всех (s, y)  G матрица  – отрицательны;
г) при почти всех (τ, y)  G матрица

 
  – положительны и для любого  

где C[t0,∞), C(G), C(G1) и C(G3) – про-

странство всех непрерывных и    ограниченных функций соответственно в области [t0,∞), G, G1 и G3.
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Теоремы.	Пусть выполняются условия 1), 2), 3) и 4). Тогда решение системы (1) единственно в про-
странстве L2,n(G).

Доказательствo.	В силу (2) систему уравнений (1) запишем в виде

+   (5)

Обе части (5), скалярно умножим на u (t,x) и интегрируем по области G:

 (6)

Применяя формулу Дирихле из (6), имеем:

Отсюда, учитывая обозначения (4), получим: 

 (7) 

Преобразуем первый два интеграла левой части уравнения (7). Известно что, если К – самосопряжен-
ная матричная функция размеров n×n, то 

,    (8)
где  – некоторый n мерный вектор-функция.

Далее, имея в виду, что 
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с помощью интегрирования по частям и с учетом (8) первый слагаемый левой части (7) преобразуем к виду:

  (9)

Аналогично, для второго слагаемого имеем:

 (10)

Подставляя (3), (9), (10) в (7), получим:
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РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ НЕЛИНЕЙНОЙ ОПТИМИЗАЦИИ ТЕПЛОВОГО ПРОЦЕССА, 

ОПИСЫВАЕМОГО ВОЛЬТЕРРОВО ИНТЕГРО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫМ УРАВНЕНИЕМ

А.К. Керимбеков, Б.Ж. Кулбаева

Проведено исследование задачи нелинейного оптимального управления тепловыми процессами, опи-
сываемыми вольтеррово интегро-дифференциальными уравнениями. Установлены достаточные условия 
однозначной разрешимости задачи оптимизации.

Ключевые слова: краевая задача; обобщенное решение; функционал; оптимальное управление; 
нелинейное интегро-дифференциальное уравнение.

I. Краевая задача управляемого процесса. Рассмотрим управляемый тепловой процесс v (t, x)  
(t, x)  Q = {0 < x < 1,0 < t ≤ T}, описываемый краевой задачей 

0 < x < 1,0 < t ≤ T, (1.1)
v (0, x) = ψ (x), 0 x < 1, (1.2)

vx (t, 0) = 0, vx (t, 1) + av (t, 1) = 0, 0 < t ≤ T, (1.3)
где g (t, x)  H (Q), ψ (x)  H (0,1), f [t, u (t)]  H (0, T) – заданные функции, причем функция f [t, u (t)] нелинейно 
зависит от функции управления u(t)  H (0, T) и по функциональной переменной u (t)  удовлетворяет условию

 (11)

Пусть  
Тогда, учитывая условия 1), 2), 3), 4) и 5), из (11) имеем u (t, x) = 0 при всех (t, x)  G. Теорема доказана.
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