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в смеси �e-Cl2 при концентрации хлора 1%. Как 
видно из рис. 7, при малых E/N < 70 Тд преобла-
дают потери на электронное возбуждение атомов 
и молекул. С ростом E/N значительную долю по-
терь энергии электронов начинают составлять по-
тери энергии на прилипание электронов к молеку-
лам Cl2, ионизацию и диссоциацию молекул Cl2.

Рис. 7. Относительные доли потерь энергии 
электронов при столкновениях с атомами и моле-
кулами в смеси �e-Cl2; 1 – упругие столкновения, 
2 – ионизация, 3 – прилипание, 4 – диссоциация,  
5 – полярная диссоциация, 6 – колебательное воз-

буждение, 7 – электронное возбуждение.  
Концентрация хлора в смеси равна 1%.

Среди потерь энергии на ионизацию атомов 
�e, Cl и молекул Cl2 преобладающими являются 
потери на ионизацию молекул Cl2. Среди потерь 
энергии электронов на возбуждение электронных 
уровней атомов �e, Cl и молекул Cl2 при малых 
E/N основные потери приходятся на электронное 
возбуждение атомов хлора, с ростом E/N эти по-
тери быстро падают; в диапазоне 90<E/N<280 Тд 
преобладают потери на электронное возбуждение 
молекул Cl2, в диапазоне E/N>280 Тд – потери на 
возбуждение атомов Cl и �e.

Таким образом, при увеличении содержания 
хлора в смесях �e-Cl2 параметры электронов 
сильно меняются: средняя энергия электронов 
значительно уменьшается, частота прилипания 
электронов к молекулам резко увеличивается, 
частота ионизации падает. При E/N, характер-
ных для электроположительной плазмы, увели-
чение содержания хлора в смесях �e-Cl2 приво-
дит к уменьшению подвижности и коэффициен-
та диффузии электронов.

В смесях �e-Cl2 при E/N, характерных для 
электроотрицательной плазмы, преобладают по-
тери на электронное возбуждение атомов и мо-
лекул и прилипание электронов к молекулам Cl2; 
при E/N, характерных для электроположитель-
ной плазмы, преобладают потери на электронное 
возбуждение атомов и молекул и ионизацию.

4.	Заключение	
Численно изучено влияние концентрации ксе-

нона и приведенного электрического поля на пара-
метры электронов в смесях �e-Cl2. Показано, что 
увеличение концентрации хлора в смеси приводит 
к снижению средней энергии электронов, умень-
шению скорости ионизации и росту скорости при-
липания электронов к молекулам. Показано, что в 
смесях �e-Cl2 при малых значениях приведенного 
электрического поля E/N плазма электроотрица-
тельна. С увеличением E/N происходит переход от 
электроотрицательной к электроположительной 
плазме: доля энергии электронов, затрачиваемой 
на ионизацию атомов и молекул, увеличивается. 
При E/N, характерных для электроположительной 
плазмы, увеличение содержания хлора в смесях 
�e-Cl2 приводит к уменьшению подвижности и 
коэффициента диффузии электронов.

В смесях �e-Cl2 при E/N, характерных для 
электроотрицательной плазмы, преобладают по-
тери на электронное возбуждение атомов и мо-
лекул и прилипание электронов к молекулам Cl2; 
при E/N, характерных для электроположитель-
ной плазмы, преобладают потери на электронное 
возбуждение атомов и молекул и ионизацию.
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модеЛирование микровоЛнового нагрева  

пЛоского сЛоЯ воды

П.В. Козлов 

разработана математическая модель микроволнового нагрева плоского слоя воды при симметричном 
подводе микроволновой мощности. Исследовано влияние величины мощности на время нагрева воды до 
кипения.

Ключевые слова: микроволновое излучение; коэффициент поглощения мощности.

Рассматривается достаточно протяженная 
плоская (∂/∂y = 0, ∂/∂z = 0) стеклянная емкость с 
водой, расположенная в центре микроволновой 
печи в поле плоских симметрично распростра-
няющихся вдоль оси x электромагнитных волн c 
компонентами  )exp())(,0,0( tixEEE z ω±± =

�
,  

 )exp()0),(,0( tixBBB y ω= ±±

�
(рис. 1). 

Рис. 1. Схема сечения �Z плоского слоя воды  
в стеклянной емкости с характерными областями: 

�, ��� – газовая среда, �� – стеклянная емкость  
с водой. Rc, R, δ0 – размеры стеклянной емкости, 

камеры микроволновой печи и тонкого слоя 
 стекла. Волновыми стрелками показано  

распространение электромагнитного излучения.

Предполагается, что окружающая газовая 
среда неподвижна, а нагрев воды осуществля-
ется за счет баланса энергии между процессами 
диссипации мощности электромагнитного из-
лучения в плоском слое воды и кондуктивного 
отвода потока тепла с поверхности стеклянной 
емкости через окружающую газовую среду на 
охлаждаемые металлические стенки микровол-
новой печи.

Математическая	 модель. Теплофизиче-
ские и электромагнитные характеристики пло-
ского слоя воды при микроволновом нагреве в 
области [ t ≥ 0, – Rс ≤ x ≤ Rс ] находятся из со-
вместного решения уравнения баланса энергии 
и приведенного волнового уравнения: 
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Здесь  εωε )/(0 ckk ==  , ω – круговая 

микроволновая частота, с – скорость света в ва-
кууме,  irk iεεε −=  – комплексная диэлектри-

ческая проницаемость воды,  ωεεσ i0= .
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Индукция магнитного поля для случая гар-
монических электромагнитных полей определя-
ется из закона Фарадея :

 .1
dx
dE

i
B

ω
=    

Начало координат располагается в центре 
стеклянной емкости с водой. Вследствие симме-
трии совместное решение уравнений (2–4) прово-
дится в области изменения аргумента [0 ≤ x ≤ R]. 

Температура в микроволновой печи в на-
чальный момент времени полагается постоян-
ной: T(x, 0) = TR. На оси выполняются условия 
симметрии, температура и напряженность элек-
трического поля достигают своих экстремаль-
ных значений. Внутренняя поверхность стенок 
камеры микроволновой печи поддерживается 
при постоянной температуре TR = c���t путем 
внешнего охлаждения. 

Начальные и граничные условия:

 

 

).(,:

;0/,0/:0,0

;)0,(:0,0

tEETTRx

xExTxt

TxTRxt

RR

R

===

=∂∂=∂∂=>

=<≤=

(3)

На контактных поверхностях (вода – сте-
клянная емкость – газ) выполняется непрерыв-
ность температуры, тепловых потоков, напря-
женностей электрических и магнитных полей.

Решение приведенного волнового уравне-
ния (2) в области изменения аргументов [t ≥ 0,  
0 ≤ x ≤ R] (рис. 1, области �,��) запишется так: 

E(x,t) = E0(t)ϕ(x), 0 ≤ x ≤ Rc ;
 E(x,t) =A(t)exp(�k0x) + B(t)exp(-�k0x),
Rc ≤ x ≤ R,   (4)

где E0(t) – напряженность электрического по-
ля в центре плоского слоя, A(t), B(t) – амплиту-
ды падающих и отраженных электромагнитных 
плоских волн. Функция ϕ(x) находится из чис-
ленного решения задачи Коши для приведенного 
волнового уравнения 

ϕ''(x) + k0
2εk(x)ϕ(x) = 0, ϕ(0) = 1, ϕ'(0) = 0.

Коэффициенты A(t) и B(t) в (4) находятся 
путем сшивки численного решения приведенно-
го волнового уравнения при x ≤ Rс (2.4) и ана-
литического решения при x ≥ Rс (4) из условия 
непрерывности электромагнитных полей на 
границe раздела двух сред (вода, воздух) x = Rc. 
Значение напряженности электрического поля 
на оси симметрии и на охлаждаемых металличе-
ских стенках камеры микроволновой печи (E0(t), 

ER(t)) выражаются через заданную подводимую 
мощность электромагнитного излучения Qn(t) 
(вектор Умова-Пойтинга) 

Q�(t) = (ERHR
* + ER

*HR)/2µ0 = |A(t)|2/cµ0.    (5)
Амплитуды электрических полей A(t), B(t), 

E0(t), ER(t) определяются из следующих выраже-
ний:

A(t) = [cµ0Q�(t)]0.5,  
B(t) = A(t)exp(2�k0Rc)f1(Rc)/f2(Rc),    
E0 = 2A(t) exp(�k0Rc)f1(Rc)/k0/f2(Rc), 

ER(t) = A(t)[exp(�k0R) + exp(�2k0R- �k0Rc) f1(Rc)/f2(Rc),
f1(x) = k0ϕ(x)+�ϕ'(x), f2(x) = k0ϕ(x)-�ϕ'(x).
Коэффициенты отражения и диссипации 

электромагнитных волн находятся по формулам: 
k�(t) = |B(t)|2/|A(t)|2 = |f1(Rc)|2/|f2(Rc)|2, 
k�(t) = 1 – k�(t) .              (6)
Уравнение энергии (1) решается численно 

методом линий [1]. Для этого выполняется дис-
кретизация данного уравнения по пространствен-
ной переменной x методом контрольного объема 
[2]. Интегрирование уравнения баланса энергии 
(1) по контрольным объемам и переход к конечно-
разностным аналогам производных по простран-
ственной переменной дает систему обыкновенных 
дифференциальных уравнений, определяющих 
динамику изменения по времени температуры в 
узлах пространственной сетки χj :

  ,)( 11 jjjjjjj
j

jp qTcTbTa
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dT
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Для замыкания системы уравнений (7) ис-
пользуются граничные условия (3), из которых 
следуют два обыкновенных дифференциальных 
уравнений в начальном (j = 1) и конечном (j = �) 
узлах пространственной переменной χj :

.,)( 1 Rnnnnnnn
n

np TcqqTbTa
dt
dTC =+−= −ρ

В матричной форме система дифференци-
альных уравнений (7) записывается так:

QAT
dt
dTCp +=ρ ,            (8)

где А – трехдиагональная матрица, T и Q – 
векторы-столбцы определяются в следующем 
виде:























−
−

−
−

=

−−−

b�

���

ba
cba

cba
cb

A

00
00

00
00

111

222

11











, 























=

R�Tc

q
q

Q
0

2

1



, 























=

−

)(
)(

)(
)(

1

2

1

tT
tT

tT
tT

T

�

�



Коэффициенты λ, σ, ρ, Cp вычисляются в 
узлах пространственной сеточной области χj как 
функции температуры Тj. Численное решение 
уравнений выполняется методом Рунге-Кутта c ав-c ав- ав-
томатическим выбором шага по времени. Темпе-
ратура в центре плоского слоя (x1 = 0) находится 
после решения системы уравнений (8) по формуле

 
.8/))()(9()( 210 tTtTtT −=
 

Результаты. Проводится расчет нагрева 
плоского слоя воды с симметричным подводом 
мощности электромагнитного поля в микровол-
новой печи с поперечными размерами камеры 
2R = 10 см и температурой охлаждаемых ме-
таллических стенок TR = 200С. Вода находится 
в центре камеры микроволновой печи в тон-
кой стеклянной плоской емкости с размерами  
� = 2Rc = 4 см. Толщина стекла δ принимается 
достаточно малой и в расчетах не учитывается. 
Камера заполнена неподвижным газом (возду-
хом) при атмосферном давлении. Нагрев про-
водится от начального значения температуры 
окружающей среды Т(x, 0) = TR до температуры 
кипения воды T(x,t) = TK = 1000C в какой либо 
точке плоского слоя [0 ≤ x ≤ Rc] . Циклическая 
частота электромагнитного излучения f = 3 ГГц. 
В зависимости от времени подводимая к воде 
мощность электромагнитного поля задается сле-
дующим образом:

Q�(t) = 0, t < 0, 
Q�(t) = Q0 = 10 Вт/см2, t ≥ 0. 
Теплофизические, переносные и электро-

магнитные коэффициенты уравнений для воды 
и воздуха: Cp, λ, ρ, σ, ε�, ε�, – берутся в виде та-
бличных данных [3].

Как следует из результатов расчета (рис. 2), 
в начальный момент времени вследствие су-
перпозиции подводимой и отраженной электро-
магнитных волн в стеклянной емкости с водой 
устанавливается стоячая волна. В пучностях 
электромагнитной волны, которые распределе-
ны по всему объему жидкости и являются источ-
никами тепла в уравнении энергии, происходит 
диссипация мощности электромагнитного поля 
и начинает интенсивно выделяться тепло. На-
грев воды в данных точках (объемах) приводит 
к появлению градиента температуры и возник-
новению кондуктивных потоков тепла, направ-
ленных из области источников в сторону узлов 
электрического поля и стенкам стеклянной ем-
кости и стремящихся “выровнять” температуру 
по сечению плоского слоя. Например, в течение 
первых 5 минут температура воды на оси сим-
метрии возрастает практически пропорциональ-
но времени и достигает значения ~ 60оС. Далее, 
всего за 1 минуту, происходит быстрый как бы 
резонансный нагрев воды до температуры Т0 ∼ 
90оС. В дальнейшем, также в течение ∼ 1 мину-
ты, интенсивность нагрева воды до температуры 
кипения заметно снижается. 

Данное изменение температуры хорошо 
объясняется зависимостью от времени дис-
сипированной мощностью электромагнит-
ного излучения (рис. 2). Видно, что в тече-
ние первых 3 минут коэффициенты k�(t) или 
Q�(t) незначительно уменьшаются (~ 5%) по 
отношению к своим начальным значениям  
(K�(0) = 0.3, Q�(0) = 30 кВт/м2), затем в течение 
следующих 3 минут наблюдается их быстрый 
рост (~ 300%) до максимальных величин (при t = 
340 c: k�(t) ~ 0,9; Q�(t) ~ 90 кВт/м2), а далее за по-
следнюю минуту происходит резкое (более, чем 
в 2 раза) их уменьшение. Полное время нагрева 
воды, соответствующее температуре кипения 
T(x,tK) = TK = 1000C, составляет tк = 375 c. Кипе-c. Кипе-. Кипе-
ние воды происходит вблизи стеклянных стенок 
(x ≈ Rc), при котором k�(tк) ~ 0.4; Q�(tк) ~ 40 кВт/
м2. Согласно выражению (6), коэффициент от-
ражения k�(t) изменяется в противофазе по отно-
шению к коэффициенту диссипации мощности 
электромагнитного излучения – ��(t) (рис. 2).

,)( 12111
1

1 qTcTc
dt
dTCp ++−=ρ
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Распределение модуля напряженности элек-
трического поля по сечению камеры микро-
волновой печи имеет сложную периодическую 
структуру (5 пучностей и 4 узла, рис. 2). В возду-
хе амплитуда |E(x,t)| в 5 раз больше, чем в воде, 

и уменьшается в направлении к оси симметрии. 
С течением времени, начиная от значения t = 0, 
модуль напряженности электрического поля воз-
растает в слое воды практически в 4 раза, тогда 
как в воздухе амплитуда |E(x,t)| незначительно 

уменьшается и сдвигается по фазе. Изменения 
E0(t), Eс(t) качественно повторяют функцио-
нальную зависимость от времени значений k�(t), 
Q�(t). Характер распределения |E(x,t)| определя-
ет изменение температуры по сечению плоского 
слоя в микроволновой печи (рис. 2).

Проведено сравнение характеристик пло-
ского слоя воды при нагреве с фиксированной 
температурой на стенке камеры ( )),( c���ttRT =  

и нагреве при тепловой изоляции стенок 
)0),(( x =∂ tRT , показавшее практически пол-

ное совпадение как температурных распределе-
ний (рис. 3), так и остальных характеристик в 
области нагрева cRx ≤ . 

Таким образом, при микроволновом нагре-
ве воды теплопроводностью отводится на пери-
ферию незначительная доля выделяемой в воде 
микроволновой мощности, которая в основном 
идет на нагрев воды, а роль теплопроводности 

сводится к выравниванию температуры в объеме 
воды (сравни рис. 3 и рис. 4). Рис. 4 показывает, 
что процесс нагрева без учета теплопроводности 
приводит к расслоению жидкости на прогретые 
и холодные участки в соответствии с положе-
нием точек пучностей и узлов в распределении 
электрического поля.

Влияние на время tm нагрева воды до темпе-
ратуры кипения таких параметров, как величина 
потока мощности микроволнового излучения, 
представлено на рис. 5. Зависимость )( ïm Qt

имеет монотонно падающий характер, близкий к 
закону обратно пропорциональной зависимости 

p
m Q

Ct =  (точки на рис. 5). 

Коэффициент пропорциональности зависит 
от толщины слоя, в данном случае при d=4 cм он 
равен С=61.7, если pQ  измерять в Вт/см2. 

Рис. 2. Распределение характеристик плоского слоя воды в стеклянной емкости, воздуха и микровол-
нового излучения с симметричным подводом мощности электромагнитного поля: f=3 ГГц, 2Rс=4 см, Qп=10 
Вт/см2, для различных промежутков времени ∆t.

Рис.3. Динамика изменения температурных профилей с шагом по времени 1 минута для вариантов 
нагрева с охлаждаемой стенкой камеры микроволновой печи (слева) и с теплоизолированной камерой. f=3 
ГГц, 2Rс=4 см, Qп=10 Вт/см2.

Рис. 4. Динамика изменения температурных профилей без учета теплопроводности при толщине слоя 
воды 4 см и 8 см. f=3 ГГц, Qп=10 Вт/см2.
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Рис. 5. Зависимость времени нагрева плоско-
го слоя воды до температуры 100 оС от величины 
потока мощности микроволнового излучения: f=3 
ГГц, d=4 см.

Таким образом, располагая одной расчетной 
точкой при заданной толщине слоя, можно по за-
данной подводимой мощности определять вре-
мя нагрева и, наоборот, по требуемому времени 
нагрева оценивать необходимую подводимую 
мощность.
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рах (~10-100 К) наблюдается очень интенсивное 
рассеяние электронов. При комнатных темпе-
ратурах это явление исчезает из-за размывания 
f-зоны фононами. Однако даже при комнатных 
температурах в СТФ частицах можно сохранить 
интенсивное рассеяние электронов и обусловли-
вающую это рассеяние f-зону. Для этого СТФ ча-
стица должна иметь достаточно малые размеры 
с энергетической щелью E� между верхним кра-
ем f-зоны и ближайшим незанятым электронным 
состоянием в зоне лёгких электронов (см. рис.), 
превышающей энергию теплового размытия  
kT = 2,6∙10–2 эВ (здесь k – постоянная Больцмана, 
T = 300 K). Именно сохранение f-зоны обеспе-
чивает эффекты, представляющие практический 
интерес. 

Схема плотности энергетических состояний 
электронов N(E) как функции энергии электронов 
E в частицах соединений с тяжёлыми фермиона-
ми. Незанятые состояния в зоне лёгких электронов 
выше уровня Ферми EF показаны вертикальными 
штриховыми линиями. Плотность состояний элек-
тронов в узкой f-зоне схематически показана для 
комнатной температуры.

При комнатных температурах плотность 
энергетических состояний электронов N(E) в 
пределах f-зоны изменяется благодаря фононам, 
которые переносят электроны с состояний ниже 
EF на уровни выше EF . Поэтому плотность состо-
яний N(E) в пределах f-зоны будет выглядеть так, 
как изображено на рисунке. Следовательно, фото-
ны смогут возбуждать f-электроны, если их энер-

гии кратны (Γf /N), где N – число атомов в частице, 
то есть (Γf /N), 2∙(Γf /N), 3∙(Γf /N), …, ≈ (Γf /2).

Благодаря большому числу незанятых элек-
тронных состояний вблизи EF в узкой f-зоне в 
частице, находящейся в электромагнитном (ЭМ) 
поле, электроны, возбужденные фотонами, бу-
дут интенсивно рассеиваться (с интенсивностью 
на два порядка величины выше интенсивности 
рассеяния в простых металлах). ЭМ энергия бу-
дет интенсивно преобразовываться в теплоту, и 
частица станет нагреваться. Этот эффект можно 
использовать для разработки конвертеров тера-
герцевого излучения в теплоту, а также для соз-
дания поглощающих покрытий СВЧ излучения в 
“стелс”-технологиях. 

При уменьшении размера металлической 
частицы, то есть с уменьшением числа N атомов 
в ней, энергетическое расстояние между элек-
тронными уровнями в зоне лёгких электронов 
увеличивается. Поскольку число атомов в изоли-
рованной металлической частице мало, расстоя-
ние между энергетическими уровнями обычно 
[4] оценивается по приближённой формуле:

ΔE ~ EF /N,              (1)
в зоне тяжёлых электронов энергетическое рас-
стояние между электронными уровнями также 
увеличивается:

ΔEf ~ Γf /N,              (2)
где Γf – ширина f-зоны, Γf ~ 10-100 К, или в энер-
гетических единицах: Γf ~ 8,7∙10–4–8,7∙10–3 эВ.

В соответствии с формулой (1) и рисунком, 
число N атомов в частице, которое она должна 
содержать, чтобы f-зона сохранилась, то есть, 
чтобы сумма энергий [E� + (Γf /2)] превысила ве-
личину kT, определяется неравенством: 

N < EF /kT.
Для количественных оценок предположим, 

что EF ≈ 10 эВ. Тогда N < 385. Далее, пусть ча-
стица представляет собой куб; тогда максималь-
ное число атомов, которое должно содержаться 
в ребре, равно 3851/3 ≈ 7 атомам, а максимальное 
число атомов в пространственной диагонали 
должно быть равно 7∙31/2 ≈ 12 атомам. Предпо-
ложим для определённости, что размер атома 
равен 4 Å, тогда оценочный “диаметр” частицы 
должен быть равен 12∙4 Å = 48 Å ≈ 5 нм. Таким 
образом, частицы с сохранённой f-зоной вблизи 
уровня Ферми должны иметь размеры наноме-
трического масштаба. 

Определим теперь, какому диапазону ЭМ 
спектра принадлежат фотоны, если их энергии 
преобразуются в теплоту вследствие интенсив-
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Простые оценки показывают, что в нано-
частицах соединений с тяжёлыми фермиона-
ми (СТФ) при комнатных температурах можно 
сохранить высокую интенсивность рассеяния 
электронов благодаря сохранению f-зоны тяжё-f-зоны тяжё--зоны тяжё-
лых электронов, если энергетическая щель меж-
ду верхним краем f-зоны и ближайшим незаня-f-зоны и ближайшим незаня--зоны и ближайшим незаня-
тым электронным уровнем в зоне лёгких элек-
тронов превышает величину kT = 2,6∙10–2 эВ. 
Поэтому наночастицы СТФ, введённые в соот-
ветствующую матрицу, могут найти применение 
в детекторах терагерцевого диапазона частот в 
качестве конвертеров электромагнитной энер-
гии в теплоту, а также как поглотители СВЧ из-
лучения в материалах для экранирования рас-

сеянного фона в электронике и в покрытиях для 
“стелс”-технологий. Возможно, что углеродные 
нанотрубки, наполненные наночастицами СТФ 
и “пришитые” к углеродной полимерной плёнке 
могли бы повысить критическую температуру 
сверхпроводящего перехода.

Нанотрубки, наполненные наночастицами 
СТФ, могут представлять интерес для научных 
работников и инженеров, разрабатывающих де-
текторы терагерцевого излучения и поглощаю-
щие покрытия для “стелс”-технологий. 

Известно [1–3], что в объёмных соедине-
ниях с тяжёлыми фермионами из-за узкой и ча-
стично занятой f-зоны электронных состояний 
вблизи уровня Ферми EF, при низких температу-
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