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ОЦЕНКА ПОКАЗАТЕЛЕЙ КАЧЕСТВА ЭЛЕКТРИЧЕСКОЙ ЭНЕРГИИ  
НА ОСНОВЕ АНАЛИЗА МАГНИТНОГО ПОЛЯ

И.В. Белицын, С.О. Хомутов, Е.А. Котугин

Рассмотрен способ повышения точности измерений на программном уровне, на примере датчика Холла. 
Показано, что аппаратная функция датчика имеет характерный максимум, что необходимо учитывать при 
определении показателей качества энергии в электрических сетях. Представлены результаты моделиро-
вания распределения потенциала в датчике Холла. 
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THE ASSESSMENT OF QUALITY INDICATORS FOR ELECTRIC ENERGY BASED  
ON THE ANALYSIS OF MAGNETIC FIELD

I.V. Belitsyn, S.O. Khomutov, E.A. Kotugin

This article considers the way of increase in accuracy of measurements at the program level, on the example 
of Hall sensor. It is shown that hardware function of the sensor has a characteristic maximum that needs to be 
considered when determining indicators of the energy quality in the electrical networks. The results of the Hall 
sensor potential distribution modeling are presented.
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Обеспечение  потребителей  качественной 
электрической энергией является одним из направ-
лений повышения эффективности функционирова-
ния, как отдельных энергетических систем единой 
национальной энергетической системы, так и энер-
гетического комплекса всей страны.

Показатели  качества  электрической  энер-
гии (ПКЭ) определяются ГОСТ 32144–2013. ПКЭ 
определяют  уровни  электромагнитной  совмести-
мости (ЭМС) как для индуктивных, так и кондук-
тивных электромагнитных помех в системах элек-
троснабжения  общего  назначения.  К  основным 
ПКЭ можно  отнести:  размах  изменения  напряже-
ния;  длительность  провала  напряжения;  импульс-
ное напряжение; коэффициент n-ой гармонической 
составляющей  напряжения;  коэффициент  искаже-
ния  синусоидальности  кривой  напряжения;  коэф-
фициент  несимметрии  напряжений  по  обратной 
последовательности;  коэффициент  несимметрии 
напряжений по нулевой последовательности [1–3].

Для комплексной оценки показателей качества 
электрической  энергии,  а  также  и  для  экологиче-
ской  обстановки  на  объектах  электроэнергетики 
требуется непрерывный мониторинг. Для обработ-
ки результатов измерений используются современ-

ные алгоритмы, в том числе на основе нейронных 
сетей. Оценка параметров качества электрической 
энергии  также необходима для управления  город-
скими  электрическими  сетями  в  рамках  SMART 
GRID [4].

Оценка  показателей  качества  электрической 
энергии  возможна  на  основе  анализа  магнитного 
поля. Для определения характеристик магнитного 
поля предлагается использовать датчика Холла.

В случае, если измеряемое магнитное поле до-
статочно мало, как и ток датчика, то датчик Холла 
можно  считать  линейным.  В  этом  случае  холлов-
ская разность потенциалов и измеряемое значение 
магнитного  поля  имеет  линейную  связь,  которую 
можно представить в виде интеграла свертки:

u x y IK
S

r x y B x x y y dx dyH
H

S

( , ) ( ', ') ( ', ') ' '= − −∫∫  ,  (1)

где  I  –  ток,  протекающий  в  датчике  Холла  через 
его  контакты;  S  –  площадь  поперечного  сечения 
датчика Холла; KН – коэффициент (константа) дат-
чика  Холла;  r(х, у) – аппаратная  функция  r(х, у); 
B(x.y) – распределение  магнитного  поля  внутри 
объема датчика.
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Соотношение (1) показывает, что разность по-
тенциалов  на  потенциальных  контактах  датчика 
Холла  определяется  аппаратной функцией  r(х,  у), 
которая  инвариантна  распределению  поля  и  току, 
протекающему через датчик.

При  r(х,  у)  =  1  минимальное  изменение  из-
меряемой  величины,  которое  может  определить 
датчик, определяется в первую очередь его разме-
рами, в идеальном случае r(х, у) = Sδ(x, у). В случае 
помещения датчика в однородное магнитное поле 
необходимо ввести нормировку:

r x y dxdy S
S

( , ) .∫∫ =

  

(2)

 Предположим, общий вид аппаратной функции 
r(х, у) зависит от геометрических размеров датчика 
и его контактов, и плотности тока в датчике.

Для  обоснования  (1)  и  определения  аппарат-
ной  функции  датчика  Холла  (рисунок  1),  будем 
считать, что через его контакты течет постоянный 
ток  I. Ось х проходит через  токовые контакты Т1 
и Т2, находящиеся на левой и правой гранах кри-
сталла. Ось у проходит через потенциальные кон-
такты П1 и П2, находящиеся на верхней и нижней 
гранях  кристалла.  В  отсутствие  магнитного  поля 
внутри датчика устанавливается стационарное рас-
пределение плотности тока j0(x, у), которое являет-
ся потенциальным [5]:

rotj x y0 0( , ) =  ,

  

(3)

divj x y0 0( , ) .=
   (4)

Согласно [6], в этом случае должна быть ска-
лярная  потенциальная  функция  φ0,  которая  опре-
деляет распределение электрического поля внутри 
датчика: 

E grad= − ( ).ϕ0

  

(5)
Плотность тока рассчитывается согласно зако-

ну Ома записанного в дифференциальной форме:

J E grad0 0= = −σ σ ϕ .

  

(6)

 
Подставляя  (6)  в  уравнение  (4),  получаем 

уравнение Лапласа для распределения потенциала 
φ0(х, у):

∆ =ϕ0 0( , ) .x y

  

(7)
Допустим,  что  проводимость  материала  кон-

тактов  датчика  как  токовых,  так  и  потенциальных 
намного превышает проводимость кристалла датчи-
ка Холла, в этом случае на границе датчика и кон-
такта  будет  присутствовать  только  нормальная  со-
ставляющая напряженности электрического поля. 

В отсутствие магнитного поля внутри датчика 
ток через верхние потенциальные грани не проис-
ходит,  следовательно,  со  стороны  этих  контактов 

j0y(y = ±b/2) = 0, тогда с учетом (7) получим первое 
граничное условие: 

∂
∂

= ± =
ϕ0 0
y
x( , / ) .y b 2

  
(8)

Со  стороны  токового  контакта  (х  =  ±а/2,  |у| 
ε/2), с учетом постоянства тока и его равномерного 
распределения  по  всему  токовому  контакту  будет 
существовать только х-компонента напряженности 
электрического  поля,  поэтому  плотность  тока  со-
ставит:

j E 0 C I
dx0 ( / , � / ,= ± ≤2  2)=ε
ε

 

где  I  –  полный  ток,  протекающий  через  контакт; 
d  –  толщина  датчика Холла;  ε  – ширина  токовых 
контактов. 

Со  стороны  датчика  Холла  на  границе  (х  = 
±а/2,  |у| ε/2) потенциал φ0 и плотность тока j0x свя-
заны соотношением (7), поэтому второе граничное 
условие для потенциала φ0

∂
∂

= ± ≤ −
ϕ

ε
εσ

0

x
E 0 C I

d
( / , � / ,2  2)=   (9)

где σ – проводимость датчика Холла. 
Для плотности тока вне токовых контактов:

divj x y
x
E 0 C0

00 0( , ) ( / , � / .=
∂
∂

= ± ≤
ϕ

ε2  2)=
  
(10)

Выражения  (8)–(10)  представляют  собой  из-
вестную краевую задачу Неймана для распределе-
ния потенциала φ0.

 
Рисунок 1 – Принципиальная схема датчика Холла: 

Tl, Т2 – токовые контакты датчика,  
П1, П2 – потенциальные контакты датчика
В случае, если ширина токовых и потенциаль-

ных контактов датчика намного меньше линейных 
размеров  датчика,  проводимость  материала  кон-
тактов  кратно  превышает  проводимость  кристал-
ла, датчик помещен в однородное магнитное поле, 
направленное вдоль оси z (нет касательной состав-
ляющей вектора магнитной индукции), то распре-
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деление потенциала φ0 вдоль оси z можно считать 
равномерным, и можно перейти от трехмерной мо-
дели датчика Холла к его двухмерной аппроксима-
ции. В случае прямоугольного датчика с размерами 
a×b распределение потенциала находится методом 
разделения переменных.

Решение  для  потенциала  φ0  найдем  в  виде 
произведения двух функций одной переменной:

ϕ0 ( , ) ( ) ( ).E y X x Y y=
   (11)

Подставив (11) в уравнение Лапласа (7), полу-
чим систему двух обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений:

d X
dx

k X d Y
dy

k Y
2

2
2

2

2
2= =, .  

В случае k > 0 решение уравнений имеет сле-
дующий вид:
X x Ash kx Bch kx Y y G ky H ky( ) ( ) ( ); ( ) sin( ) cos( )= + = + , 
при k = 0 

X E x F Y K x N0 0 0 0 0 0= + = +; , 
где А, В, G, Н, Е0, F0, К0, N0 – постоянные, которые 
определяются краевыми условиями и симметрией.

Потенциал  φ0(х,у)  должен  удовлетворять  ус-
ловиям симметрии (рисунок 1). В частности, вдоль 
оси у потенциал обязан быть четным, а вдоль оси 
х – нечетным. Тогда, учтя эти требования, получим 
распределение потенциала: 

ϕ0
1

( , ) ( ) cos( ),x y D Cx A sh k x k ym m
m

m= + +
=

∞

∑    (12)

где  С,  D,  Аm  –  постоянные,  также  определяемые 
в зависимости от краевых условий. D равно нулю, 
поскольку значение потенциала определяется с точ-
ностью до произвольной константы φ0(0,у) = 0. Так 
как  значение  напряженности  электрического  поля 
на границе у = ±b/2 равно нулю, то возможно опре-
делить совокупность констант km = 2πm/b. Констан-
ты С, Аm находятся из граничного условия (9):
∂
∂

= + =

= +

=
=

∞

=

∞

∑

∑

ϕ π π π

π

0
2

1

0

1

2 2

2
2

x
C A m

b
ch ma

b
my
b

a a my

x a m
m

m
m

/ cos

cos
bb

f y= ( ),    (13)

где f(y) − функция, определяемая (9) и (10).
Найдя  значение  коэффициентов  ряда  Фурье, 

окончательно  получим  распределение  потенциала 
φ0 в следующем виде:

ϕ
σ

ε σ
π ε

π π
π

0

2

2 2

( , )

sin( / )
( ) ( / )

cos

x y I
bd

x

I
d
b m b

m ch ma b
sh mx

bm

= − −

−
=11

2∞

∑ πmy
b

.    (14)

Это распределение может быть получено аль-
тернативно,  численным  интегрированием  уравне-
ния Лапласа (7), с учетом граничных условий (8)–
(10).

Рассмотрим  датчик  Холла  в  неоднородном 
магнитном  поле.  Холловская  разность  потенци-
алов  uH  на  потенциальных  контактах  при  отсут-
ствии внешнего магнитного поля равна нулю из-за 
симметрии  самого  датчика  и  стационарного  про-
цесса  протекания  тока,  т.  е.  выполняется  условие 
(4).  При  нахождении  датчика  Холла  во  внешнем 
магнитном  поле  с  известной  индукцией  магнит-
ного поля В, на носители заряда будет действовать 
сила Лоренца [7]: 

fL. = =е[vВ] = [jВ]/n,   (15)
где v – линейная скорость движения носителей за-
ряда; n – концентрация носителей заряда; j – плот-
ность тока. 

В случае слабых полей, если В << еn/σ и j(x,y)
j0(x,у), благодаря силе Лоренца появляется холлов-
ский ток:

j
j B
enH =
×[ ]σ 0 .    (16)

При стационарном режиме этот ток приводит 
к  накоплению  электрического  заряда  на  верхней 
и нижней гранях кристалла и созданию между ни-
ми  потенциального  электрического  поля  Е(х,у)  =  
–grad φH(х, у).  Оно  в  свою  очередь  создает  поле 
электрического тока jE(x,у) = σЕ(x,у).

В  случае появления  касательной  компоненты 
вектора  магнитной  индукции  это  приведет  к  до-
полнительному  накоплению  зарядов  на  верхнем 
и нижнем основании кристалла, что создаст между 
ними  дополнительное  электрическое  поле.  При 
помещении ненагруженного датчика в слабое маг-
нитное поле,  вносимое им изменение в распреде-
ление тока незначительно и также можно считать 
j(x,y) j0(x,у).  Напряжение  между  потенциальными 
контактами  в  этом  случае  определяется  только 
нормальной составляющей вектора магнитной ин-
дукции магнитного поля:

u x x b x b

E x y dy j x y dy

H H

y
b

b

Ey

( ) ( , / ) ( , / )

( , ) ( , )
/

/

= − − =

= =
− −
∫

ϕ ϕ

σ

2 2

1

2

2

bb

b

/

/

2

2

∫   (17)

Введем  вспомогательную  функцию  –  f(x) = 
u(х)/uH. 

Холловская разность потенциалов uH = u(0), 

u E y dy j y dyH y
b

b

E
b

b

y
= =

− −
∫ ∫( , ) ( , ) .

/

/

/

/

0 1 0
2

2

2

2

σ
  (18)
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Если ввести вспомогательную функцию f(x) = 
u(х)/uH

f x
j x y dy

j y dy

E
b

b

E
b

b

y

y

( )
( , )

( , )
./

/

/

/= −

−

∫

∫
2

2

2

2

0
 ,   (19)

получим: 

1

2

2

f x
j x y dy uE

b

b

Hy( )
( , ) .

/

/

= =
−
∫ σ

   (20)

Проинтегрировав  (20)  по  x на  отрезке 
[–а/2, –а/2], получим:

u
a f x

j x y dy dxH E
b

b

a

a

y
=











−−
∫∫

1 1

2

2

2

2

σ ( )
( , ) .

/

/

/

/

   (21)

Выделим контур, образованный в сечении y = 
const  линии,  и  замкнутый  вне  датчика Холла.  На 
этом  контуре  построим  замкнутую  цилиндриче-
скую  поверхность,  основания  которой  лежат  вне 
датчика Холла. Для стационарного случая: div j = 
div j0 = 0, где j(x,y) = j0 + jH − jE – полная плотность 
тока, то есть div jH = div jE. Интегрируя равенство 
по всему объему построенной поверхностью, и уч-
тя, что в случае ненагруженного датчика ток через 
потенциальные контакты не течет, получим:

j x y dx j x y dxH
a

a

E
a

a

y y
( , ) ( , ) .

/

/

/

/

=
− −
∫ ∫

2

2

2

2

   (22)

Также  используем  вспомогательную  функ-
цию:

v y

j x y dx
f x

j x y dx

E

a

a

E
a

a

y

y

( )

( , )
( )

( , )
./

/

/

/= −

−

∫

∫
2

2

2

2

  

(23)

Изменив  в  (21)  порядок  интегрирования, 
с учетом (22) и (23), получим:

u
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Преобразуем  в  (1)  интеграл  в  кратный.  Для 
этого заменим переменные интегрирования х, у на 
х›,у› учитывая, что центр датчика Холла находит-
ся  в  точке  с  координатами  х,у,  получим  четности 
функций v(y) и j0(x,y):
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Сравнение (25) с (1) дает выражение аппарат-
ной функции датчика Холла: 

r x y v y S
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Интегрируя (26) по всей поверхности датчика, 
и учитывая условие нормировки (2), получим:
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Распределение  х-компоненты  плотности  тока 
j0(x, у),  которое  входит  в  (26)  и  (27),  для  прямоу-
гольного  датчика  Холла  показано  на  рисунке  2, 
и  может  быть  определено  по  распределению  (14) 
потенциала φ0(x, у):
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Рисунок 2 – Поверхность аппаратной функции 

датчика Холла
Для нахождения распределения плотности то-

ка jE(x, у) = –σgrad φH, предварительно определим 
распределение потенциала φH(x, у), вызванное хол-
ловской разностью потенциалов uH на потенциаль-
ных  контактах  датчика.  Решение  данной  задачи, 
аналогично (14):
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где R – выходное сопротивление датчика. 
Соответственно,
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С учетом формулы (19) получаем:
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Подставляя  (29) и  (30)  в  (23),  определим вы-
ражение вспомогательной функции v(y):
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Интеграл (31) в общем случае находится чис-
ленно, однако для частного случая (a = b) он зна-
чительно упрощается и дает v(y) = 1. Тогда из (26)–
(29) следует:
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Приведем  результаты  математического  мо-
делирования  аппаратной  функции  датчика  Холла 
типа SS495A с кристаллом размерами 5×5 мм, тол-
щиной 1 мм и шириной потенциальных и токовых 
контактов 1 мм. Для моделирования и расчета ап-
паратной функции,  так же как и при моделирова-
нии  распределения  потенциалов  использовались 
первые  тридцать  членов  ряда,  при  этом  расчет 
показал,  что  погрешность  не  превышает  0,1  %. 
Общее  число  расчетных  точек  сетки  составляло 
34×35. На рисунке 2 приведена поверхность аппа-
ратной функции, она имеет ярко выраженные экс-
тремальные значения в месте расположения токо-
вых контактов. Для идеального точечного датчика 

соответствует  единственный  и  узкий  экстремум 
r(х, у) в виде дельта-функции. Физически это воз-
можно в случае, если линейные размеры одного из 
токовых  контактов  кратно  превышают  линейные 
размеры другого.
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