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О РАЗРЕШИМОСТИ ЗАДАЧИ ГРАНИЧНОГО ВЕКТОРНОГО УПРАВЛЕНИЯ  
ТЕПЛОВЫМИ ПРОЦЕССАМИ, ОПИСЫВАЕМЫМИ ВОЛЬТЕРРОВО  

ИНТЕГРО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫМИ УРАВНЕНИЯМИ

А. Керимбеков, Сейдакмат кызы Э.

Исследованы вопросы разрешимости задачи нелинейного граничного векторного оптимального управ-
ления тепловыми процессами, описываемыми вольтеррово интегро-дифференциальными уравнениями. 
Установлены достаточные условия однозначной разрешимости задачи нелинейной оптимизации. 
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THE SOLUTION OF THE BOUNDARY VECTOR CONTROL PROBLEM  
FOR THE THERMAL PROCESSES, DESCRIBED BY VOLTERRA  

INTEGRO-DIFFERENTIAL EQUATIONS

A. Kerimbekov, Seidakmat kyzy E.

It is investigated a questions of solvability of the nonlinear boundary vector optimal control problem for the 
thermal process, described by Volterra integro – differential equations. It is established the sufficient conditions 
for the unique solvability of the nonlinear optimization problem.
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I.	Постановка	задачи	оптимального	управ-
ления	и	условия	оптимальности. Рассмотрим за-
дачу оптимизации, где требуется минимизировать 
квадратичный интегральный функционал

 (1)

на множестве решений краевой задачи [1–3]:

 (2)

ν ψ0 0 1, ,�x x x( ) = ( ) < < ,  (3)

 (4)

Здесь  
 – заданные функ-

ции, причем функция q t t tm, ,...,ϑ ϑ1 ( ) ( )  нели-
нейно зависит от вектор-функции управления 
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ядро p t u t1 , ( )   – известная ограниченная функ-
ция, т. е.

 (6)
λ −  параметр; постоянная α > 0 , T  – фиксиро-

ванный момент времени; H Y( )  – гильбертово про-
странство функций, определенных на множестве Y . 

Оптимальное управление, согласно принципу 
максимума для систем с распределенными параме-
трами [4], определяется из следующего соотношения:

 (7)
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а также, согласно критериям Сильвестра, удовлет-
воряет следующим неравенствам: 

 (8)
где матрица Гесса Γ Π ⋅( ) ( ) ( ); ,...,ϑ ϑ1 t tm  имеет вид
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Функция ω( , )t x  определяется как решение 

сопряженной краевой задачи 

 

ω ν ξ( , ) , ;T x T x x

x

+ ( ) − ( )  =

< <

2 0

0 1
  (9)

  
и имеет вид

 (10)

Подробное исследование краевой задачи, полу-
чение условий оптимальности и исследование со-
пряженной краевой задачи были приведены в [5]. 

С учетом (10) перепишем условия оптималь-
ности (7). 

 
s m= 1,..., ,  (11)

где 

 (12)

, (13)

  (14)

II.	 Исследование	 разрешимости	 системы	
нелинейных	 интегральных	 уравнений	 вектор-
ного	 оптимального	 управления.	 Система не-
линейных интегральных уравнений (11) решается 
согласно методике, разработанной проф. А. Ке-
римбековым [6]. Система равенств (11) обладает 
специфическим свойством, в частности, оно удов-
летворяет системе равных отношений, т. е. 

f t
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где f t( )  – некоторая функция.
Лемма 1. Функция f t( )  является элементом 

пространства H T0,( ) . 
Доказательство. В силу условия (5) имеет ме-

сто оценка

 
Так как ϑs

mt H T s m( )∈ ( ) =0 1, , ,..., , то ут-
верждение леммы следует из неравенства 

. 

Заметим, что в силу монотонности функции 
q t t tm, ,...,ϑ ϑ1 ( ) ( )   по каждой функциональной 
переменной ϑ ϑ1 t tm( ) ( ),...,  и согласно условию 
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оптимальности (8) из систем равенств (15) каждая 
из функций ϑ ϑ1 t tm( ) ( ),...,  однозначно выражается 
через функцию f t( ) , т. е. имеет место следующая 
система равенств:

ϑ β

ϑ β

1 1t p t f t

t p t f tm m

( ) = ( ) 
− − − − − − − − − − − −

( ) = ( ) 

, , ,

, , .
  (16)

Тогда на основе соотношений (15) и (16) из 
(11) относительной функции f t( )  имеем следую-
щее соотношение: 

 (17)

или в операторной форме

f t S f t h t( ) = ( )  + ( ) ,  (18)
где 

 

 (19)

Теперь исследуем вопросы однозначной раз-
решимости операторного уравнения (18).

Лемма 2. Функция  являет-

ся элементом пространства H T0,( ) .
Доказательство. Непосредственным вычисле-

нием имеем неравенство 

 

 
из которого следует утверждение леммы.

Лемма 3. Оператор S f t( )   отображает про-
странство H T0,( )  в себя, т. е. является элементом 
пространства H T0,( ) .

Доказательство. Непосредственным вычисле-
нием имеем неравенство 

  

 

из которого следует утверждение леммы.
Лемма 4. Пусть выполнены условия 

  (20)

 (21)
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Тогда при выполнении условия
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оператор S f t( )   является сжимающим.
Доказательство.	 Непосредственным вычис-

лением имеем неравенство:

 

 

 
откуда находим, что

 

Теорема 1. Пусть выполнены условия (5)–(6), (8), 
(20)–(22). Тогда операторное уравнение (18) в про-
странстве H T0,( )  имеет единственное решение.

Доказательство.	 Согласно Леммам 
1–3 операторное уравнение (18) можно рассма-
тривать в пространстве H T0,( ) . Согласно Лемме 
4 оператор S f t( )   является сжимающим. По-
скольку гильбертово пространство H T0,( )  яв-
ляется полным метрическим пространством, то 
согласно теореме [7] о принципе сжимающих ото-
бражений оператор S f t( )   имеет единственную 

неподвижную точку, т. е. операторное уравнение 
(18) имеет единственное решение.

Решение операторного уравнения (18) может 
быть найдено методом последовательных прибли-
жений, т. е. r -е приближение решения находится 
по формуле

f t S t rr r( ) = ( )  =−θ 1 1 2 3, , , ,... , 
где f t0 ( )  произвольный элемент пространства 
H T0,( ) , причем имеет место оценка

 (23)

Точное решение f t( )  может быть найдено 
как предел приближенных решений, т. е.

 
Подставляя это решение в (16), находим иско-

мое оптимальное управление:
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Оптимальный процесс ν 0 t x,( ) , т. е. решение 
краевой задачи (2)–(4), соответствующее опти-
мальному управлению ϑ ϑ1

0 0t tm( ) ( )( ),..., , находим 
по формуле

,  (25)

где 

Минимальное значение функционала (1) вы-
числим по формуле

 (26)

Найденная тройка  
 является решением задачи не-

линейной оптимизации.
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