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ДОСТАТОЧНЫЕ УСЛОВИЯ УСТОЙЧИВОСТИ РЕШЕНИЙ  
ЛИНЕЙНОГО ВОЛЬТЕРРОВА ИНТЕГРО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ  

ПЯТОГО ПОРЯДКА НА ПОЛУОСИ

Е.А. Комарцова

Устанавливаются достаточные условия устойчивости решений, т. е. ограниченности на полуоси всех решений  
и их производных первого, второго, третьего, четвертого порядков линейного интегро-дифференциального 
уравнения пятого порядка типа Вольтерра. Строится иллюстративный пример. 

Ключевые слова: интегро-дифференциальное уравнение типа Вольтерра; устойчивость решений; ограничен-
ность решений; ограниченность производных решений.

БЕШИНЧИ ТАРТИПТЕГИ ЖАРЫМ ОКТУУ СЫЗЫКТУУ ВОЛЬТЕРРАЛЫК  
ИНТЕГРАЦИЯЛЫК-ДИФФЕРЕНЦИАЛДЫК ТЕҢДЕМЕНИ ЧЫГАРУУНУН  

ТУРУКТУУЛУГУНУН ЖЕТИШТҮҮ ШАРТТАРЫ

Бул макалада Вольтерра тибиндеги бешинчи тартиптеги сызыктуу интеграциялык-дифференциалдык 
теңдеменин туруктуу чыгарылыштарынын б.а. бардык чыгарылыштарынын жана алардын биринчи, экинчи, 
үчүнчү, төртүнчү тартиптеги туундуларынын жарым окто чектелгендигинин жетиштүү шарттары белгиленет. Ил-
люстративдик мисал келтирилет.

Түйүндүү сөздөр: Вольтерра тибиндеги интеграциялык-дифференциалдык теңдеме; чыгарылыштарынын турук-
туулугу; чыгарылыштарынын чектелгендиги.

SUFFICIENT CONDITIONS FOR THE STABILITY OF SOLUTIONS  
OF LINEAR VOLTERRA INTEGRO-DIFFERENTIAL EQUATION  

OF THE FIFTH ORDER ON THE SEMIAXIS

E.A. Komartsova

The sufficient conditions for the stability of solutions, i.e. the limitations on the half-axis of all solutions and their 
derivatives of the first, second, third, fourth orders of the linear integro-differential equation of the fifth order like Voltaire  
are established. The illustrative example is constructed. 

Keywords: the integro-differential equation like Volterra; stability of solutions; limitation of solutions; limitation of 
derivative of solutions.

Все  фигурирующие  функции  и  их  производные  являются  непрерывными,  и  соотношения  имеют 
место  при  0t t≥ ,  0t tt≥ ≥ ;  [ )0 ,J t= ∞ ;  под  устойчивостью  любого  решения  линейного  интегро-
дифференциального  уравнения  пятого  порядка  понимается  ограниченность  на  J  всех  его  решений  и  их 
производных до  четвертого порядка  включительно; ИДУ – интегро-дифференциальное  уравнение; ДУ – 
дифференциальное уравнение.

ЗАДАЧА.  Установить  достаточные  условия  устойчивости  любого  решения  линейного  вольтеррова 
ИДУ пятого порядка типа вида
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Такая задача ранее изучена в [1] развитием нестандартного метода сведения к системе [2, 3], методом 
преобразования уравнений В. Вольтерра  [4,  с.  25–27], методом срезывающих функций  [4,  с.  41] и мето-
дом интегральных неравенств [5]. Отметим, что в [1] отражены многие работы, в которых решена анало-
гичная задача другими методами и при других условиях. В настоящей работе к сформулированной задаче 
добавляется схема нестандартного метода сведения к системе из  [6–8], метод преобразования уравнений  
В. Вольтерра [4, с. 25–27], метод срезывающих функций [4, с. 41] и метод интегральных неравенств [5], что 
приведет к новым достаточным условиям устойчивости всех решений ИДУ (1), отличных от результатов 
других авторов [1]. Настоящая работа дополняет исследования, начатые в [1, 8].

Речь идет о решениях ИДУ (1)  5( ) ( , )x t C J R∈  с любыми начальными данными  ( )
0( )kx t   ( 0,1, 2,3, 4)k = .  

Каждое такое решение существует и единственно.
В ИДУ (1), аналогично [6–8], сделаем следующие замены:

1 1

1 2 2

2 3 3

3 4 4

( ) ( ) ( ), (2)
( ) ( ) ( ), (3)
( ) ( ) ( ), (4)
( ) ( ) ( ),      (5)

x t W t y t
y t W t y t
y t W t y t
y t W t y t

′ =
 ′ =
 ′ =
 ′ =

где  0 ( )kW t<   ( 1, 2,3, 4)k =   –  некоторые  весовые  функции;  ( )ky t   ( 1, 2,3, 4)k =   –  новые  неизвестные 
функции. 

Введем следующие обозначения:

1 2 3 4( ) ( ) ( ) ( ) ( )W t W t W t W t W t= , 

( )* 1 2 1 2 1 2( ) ( ) ( ) [ ( ) ( ) ( ) ( ) ] ,W t W t W t W t W t W t W t ′′′ ′ ′≡ + +

( ) ( )** 1 2 1 2 3 1 2 3( ) [ ( ) ( ) ( ) ( ) ] ( ) ( ) ( ) ( ) ,W t W t W t W t W t W t W t W t W t′ ′′≡ + +

( ) 1
4 4 ** 4( ) ( ) [ ( ) ( ) ( )] ( )b t a t W t W t W t W t −′≡ + +  (коэффициент  4 ( )y t ),

[ ]( ) 1
3 3 1 2 3 4 ** * 3 **( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )b t a t W t W t W t a t W t W t W t W t W t −′≡ + + +  (коэффициент  3 ( )y t ),

2 2 1 2 3 1 2 1 2( ) [ ( ) ( ) ( ) ( ){ ( ) ( ) ( ( ) ( )) }b t a t W t W t a t W t W t W t W t ′′≡ + + + ( ) 1
4 * 1 2 *( ) ( ) ( ) ( ) ( )] ( )a t W t W t W t W t W t −′′′ ′+ + +  

(коэффициент 2 ( )y t ),

( ) 1(4)
1 1 1 2 1 3 1 4 1 1( ) [ ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )] ( )b t a t W t a t W t a t W t a t W t W t W t −′ ′′ ′′′≡ + + + +  (коэффициент  1( )y t ),

( ) 1
0 0( ) ( ) ( )b t a t W t −≡  (коэффициент  ( )x t ),

( ) 1
0 0( , ) ( ) ( , )P t W t Q tt t−≡  (ядро с  ( )x t ),

( ) 1
1 1 1 2 1 3 1 4 1( , ) ( ) { ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( )]P t W t Q t W Q t W Q t W Q t Wt t t t t t t t t− ′′ ′′′′≡ + + +  (ядро с  1( )y t ),

( ) 1
2 2 1 2 3 1 2 1 2( , ) ( ) [ ( , ) ( ) ( ) ( , ){ ( ) ( ) ( ( ) ( )) }P t W t Q t W W Q t W W W Wt t t t t t t t t− ′ ′≡ + + + 4 *( , ) ( )]Q t Wt t+  (ядро с  2 ( )y t ),

( ) 1
3 3 1 2 3 4 **( , ) ( ) [ ( , ) ( ) ( ) ( ) ( , ) ( )]P t W t Q t W W W Q t Wt t t t t t t−≡ +  (ядро с  3 ( )y t ),

( ) ( )( ) ( ) ( )1
4, ,K t W t Q t Wt t t

−
=  (ядро с  4 ( )y t ),

( ) 1( ) ( ) ( )q t f t W t −≡  (новый свободный член).
Тогда с учетом введенных обозначений ИДУ пятого порядка (1) сводится к следующей системе [8]:

(2)
(3)
(4)
(5)
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   (6)

эквивалентной исходному ИДУ пятого порядка (1).
Пусть 

( ) ( ) ( )4
1

, , ,
n

i
i

K t K t P tt t t
=

≡ +∑ ,  (К)

( ) ( ) ( )
1

n

i
i

q t f t q t
=

≡ +∑  ,   (q)

( ) ( 1... )i t i nψ =  – некоторые срезывающие функции, 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )1 1
, , , 1..i i i i i i iR t K t t E t f t t i nt t ψ ψ t ψ

− −
≡ ≡ = ,

0( , ) ( ) ( ) ( 1... )i i iR t t A t B t i n≡ + = ,  (R)

( ) ( 1... )ic t i n=  – некоторые функции.

К системе (6) развиваем метод преобразования уравнений В. Вольтерра [4, с. 25–27] и метод срезыва-
ющих функций [4, с.41]. Для произвольно фиксированного решения  1 2 3 4( ( ), ( ), ( ), ( ), ( ))x t y t y t y t y t  системы 
(6) ее первое уравнение умножаем на  ( )x t , второе – на 1( )y t , третье – на 2 ( )y t , четвертое – на  3 ( )y t , пятое 
ИДУ – на  4 ( )y t , затем складываем их, интегрируем в пределах от  0t  до  t , при этом вводим условия (K), 
(q), функции  ( )i tψ ,  ( ),iR t t , ( )iE t ,  ( )ic t ( )1..i n= , применяем леммы 1.4, 1.5 [9]. Тогда будем иметь следу-
ющее тождество:
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is i
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Предположим:



1 2 3( ) ( ) ( ) ( ),q t q t q t q t= +   ( )q

0 01 02 03( ) ( ) ( ) ( ),b t b t b t b t= +   0( )b

0 01 02 03( , ) ( , ) ( , ) ( , ),P t P t P t P tt t t t= +   0( )P

4 41 42 43( , ) ( , ) ( , ) ( , ),P t P t P t P tt t t t= +   4( )P

( ) ( ) ( ) ( )
0
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4 2 02 02 42( ) 2 ( ) ( ) ( ) ( , ) ( , ) .

t

t

t b t q t b t P t P t dt t t ∆ ≡ − − − + ∫  

ТЕОРЕМА. Пусть выполняются следующие условия: 

1)  ( ) 0kW t >   ( 1, 2,3, 4)k = , ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 4, ( ), , , , , ;K q R q b P P  

2)  ( ) 0t∆ ≥ ; 

3)  ( ) 0iA t ≥ ,  ( ) 0,iB t ≥   ( ) 0iB t′ ≤ ,  ( , ) 0iR tt t′ ≥ , 

существуют функции  ( )1( ) ,iA t L J R*
+∈ ,  ( )1( ), ( ) ,i ic t R t L J R*

+∈  такие, что 

( ) ( ) ( ),i i iA t A t A t*′ ≤   ( )2( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )k k k
i i iE t B t c t≤ ,  ( ), ( ) ( , )it i iR t R t R tt tt t*′′ ′≤   ( )1.. ; 0,1 ;i n k= =  

4)  ( )21 3( ) ( ) ( ) ( )k jW t q t q t b t+ + + + ( ) ( ) ( )
0

2 2 2
01 03 01 03 41 43( ) ( ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )

t

t

b t b t P t P t P t P t dt t t t t + + + + + + + ∫

{ }( )
0

1( , ) , \ 0
t

j
t

P t d L J Rt t ++ ∈∫   ( 1, 2,3, 4; 1,2,3).k j= =

Тогда  ( ) (1)x t O= ,  ( ) (1)ky t O=   ( 1, 2,3, 4)k = , т. е. любое решение  ( )1 2 3 4( ), ( ), ( ), ( ), ( )x t y t y t y t y t  системы 
(6) ограничено на полуинтервале  J .

Пусть, кроме того, 

5)  1 1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) (1)k jW t W t W t W t W t O′′ ′′′ ′′′+ + + + =   ( 1, 2,3, 4; 1,2,3).k j= =  

Тогда  любое  решение  ( )x t   ИДУ  пятого  порядка  (1)  и  его  производные  до  четвертого  порядка 
включительно ограничены на полуинтервале  J , т. е. любое решение ИДУ (1) устойчиво.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Применим неравенство  2 22αβ α β≤ +   ( ), Rα β∀ ∈   к  произведениям функций 
в  условиях  ( ) ( ) ( ) ( )0 0 4, , ,q b P P   и  в  силу  условий  2),  3),  4)  переходим  от  тождества  (7)  к  следующему 
интегральному неравенству:

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
0

2 2 2 2 2 2
1 2 3 4 40 ( ) ( )
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  

∑ ∑∫ ∫
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j j
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=

    + + + + +      
∑∫ ∫
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1 1
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   (8)

где

( )
0

2
1( ) .

t

c c q s ds
∞

** *= + < ∞∫  

Применяя  к  интегральному  неравенству  (8)  лемму  1  [5]  и  учитывая  условия  2)  –  4),  получаем,  что 
( ) (1), ( ) (1)kx t O y t O= =   ( 1, 2,3, 4).k =   Из  соотношений  2),  6)  –  8)  [8]  в  силу  условия  5)  получаем,  что 
( ) ( ) (1)kx t O=   ( 1, 2,3, 4)k =  для любого решения  ( )x t  ИДУ (1), что завершает доказательство теоремы.

Приведем простейший пример, используя пример из [8].
ПРИМЕР. Для ИДУ пятого порядка

(5) 2 (4) 2 2( ) 10 ( 4) ( ) ( ) 35 6( 4) 6 ( ) ( )tx t t E t x t t E t e x t− ′′′   + + + + + + + + − +   
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2 2 2 2
250 11( 4) 11 ( ) 3 ( ) 24 6( 4) 6 ( ) 2
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t tet E t e x t t E t e

t

−
− − 
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3 2 1 4 4
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t tQ t e
t

tt t− +


  ≡ + +  +  

sin cos 4 4
2 3

1 1 1
4 ( 2) ( 3)

t t t te e
t t t

t t

t t t
+ − +  + + −  − + + + + +  

, 

выполняются все условия теоремы при 

1 2 3 4( ) ( ) ( ) ( ) tW t W t W t W t e−≡ ≡ ≡ ≡ , 

здесь 

0 0t = ,  2
4 ( ) ( 4) ( )b t t E t≡ + + , 

3 ( )
tb t e−≡ − ,  2 2

1( )
( 1)

b t
t

≡
+

,  2 1
1( ) sin( 1)b t t −≡ + ,  0 2

cos( ) 3
( 2)

tb t
t

≡ −
+

, 

1
01( ) 6( 4)b t t −≡ + ,  02

1( ) ( 4)
2

b t t= + ,  03 2

cos( )
( 2)

tb t
t

= −
+

,  ( )0 2

1,
2( 1)

teP t
tt

t
tt

−

≡ +
+ ++ +

, 

( )
1

01
2( 4),

1
tP t

t
t

t

−+
≡

+ +
,  ( )02

4,
2( 1)

tP t
t

t
t

+
≡

+ +
,  ( )03 ,

2

teP t
t

t
t

−

≡
+ +

,  ( )1
sin( ),

1

t

t

e tP t
e et

tt
−

≡
+ +

, 

( )2
sin( ),

1t

tP t
e et

tt ≡
+ +

,  ( )3 , 0P t t ≡ ,  ( )
( )4 2 3

1 1,
( 2) 3

P t
t t

t
t t

≡ −
+ + + +

,  1n = ,  sin
1( )

t tt eψ ≡ , 

( )
1
2

sin sin
2

cos 1, exp
4( 2)

t ttK t e
tt

t tt t
t

+

 
   ≡ + +    − ++    

,  ( )
1
2

1 2

cos 1, exp
4( 2)

tR t
tt

t t
t

  
≡ + +   − ++  

, 

1 2

cos( ) exp
2( 2)

tA t
t

 
≡  + 

,  1
1( )
4

B t
t

=
+

, 
( )1 3

3( )
2

tA t
t

* +
=

+
, 

( )1 3

3( )
2

tR t
t

* +
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+
,  ( )

1

41
2( 4),

2
tP t

t
t

t

−+
≡

+ +
, 
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( )42
4,

2( 2)
tP t

t
t

t
+

≡
+ +

,  ( )43 3

1,
( 3)

P t
t

t
t

≡
+ +

,  sin
1

1( )
5

t tf t e
t

≡
+

,  1
1( )
5

E t
t

=
+

, 

1
1( )
4

c t
t

≡
+

,  
2sin( ) 5 tq t

t
 ≡ +  
 

,  ( ) 1
1( ) 10 4q t t −≡ + ,  ( )2

1( ) 4
2

q t t≡ + , 
2

3
sin( ) tq t

t
 ≡  
 

, 

( )24 6 5 3 5 1( ) 2 ( ) 0.
4 2( 1) 2 2 1

t t tt E t
t t t

+  + +
∆ ≡ + + + > + + + 

 

Поэтому любое решение приведенного ИДУ пятого порядка устойчиво при  [ )0,t R+∈ = ∞ .
ЗАМЕЧАНИЕ 1. Из доказанной теоремы при  ( , ) 0kQ t t ≡   ( 0,1, 2,3, 4)k = ,  ( ) 0if t ≡   ( )1..i n=  вытекают 

достаточные условия об устойчивости решений ДУ пятого порядка вида

[ ]
4

(5) ( )
1 2 3 0

0
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) , .k

k
k

x t a t x t W t q t q t q t t t
=

+ = + ≥∑   (9)

Сравнение с результатами других авторов, например, из [10, 11], показывает, что соответствующие ре-
зультаты для ДУ (10) являются новыми.

ЗАМЕЧАНИЕ  2.  При  выполнении  условий  теоремы  все  коэффициенты  ИДУ  (1)  могут  быть 
недифференцируемыми в некоторых точках полуинтервала  J , что подтверждается, например, приведен-
ным иллюстративным примером. 

ЗАМЕЧАНИЕ  3.  Используя  лемму  1  [12]  можно  получить  достаточные  условия,  обеспечивающие 
следующее свойства:

( ) ( )
0

4 1
t

t

y d Oη η =∫ .   (10)

Тогда из (5) интегрированием в пределах от  0t  до  t , имеем равенство

0

3 3 0 4 4( ) ( ) ( ) ( )
t

t

y t y t W s y s ds= + ∫ ,

из которого интегрированием по частям, получим

0 0

3 3 0 4 4( ) ( ) ( ) ( )
t s

t t

y t y t W s y d dsη η
′ 

= + =  
 

∫ ∫
0 0 0

3 0 4 4 4 4( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .
t t s

t t t

y t W t y d W s y d dsη η η η
 

′= + −   
 

∫ ∫ ∫    (11)

Если потребуем условие  ( )1
4 ( ) ,W t L J R′ ∈ , то из (10) в силу (9) и условия (5) доказанной выше теоремы 

будем иметь  3 ( ) (1)y t O= . Это означает, что используя (9), тоже можно изучить устойчивость решений ИДУ 
пятого порядка (1).
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