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О СЧЕТНО КОМПАКТНЫХ ОТОБРАЖЕНИЯХ

Ж. Жеенбай, К. Ишмахаметов

Отмечена особая роль счетной компактности в математике как одной из граней компактности и как элемента 
топологической техники. Следует отметить, что в конструкциях функционального анализа понятие счетной ком-
пактности получает предпочтение. Понятие счетной компактности определено для отображений и получен ряд 
результатов для этих отображений: отображение компактно тогда и только тогда, когда оно счетно-компактно 
и финально-компактно, даны некоторые критерии счетной компактности отображений, счетная компактность 
наследуется по замкнутым подотображениям, непрерывный образ счетно-компактного отображения является 
счетно-компактным, совершенный прообраз счетно-компактного отображения является таким же отображени-
ем.  

Ключевые слова: топологическое пространство; непрерывное отображение; счетная компактность; покрытие.

САНАЛМА КОМПАКТТУУ ЧАГЫЛДЫРУУЛАР ЖӨНҮНДӨ

Ж. Жеенбай, К. Ишмахаметов

Компакттуулуктун бир тарабы жана топологиялык технологиянын элементи катары математикада саналма ком-
пакттуулуктун өзгөчө ролу белгиленген. Белгилей кетүү керек, функционалдык талдоо жүргүзүүнүн конструк-
цияларында саналма компакттуулук түшүнүгү артыкчылыкка ээ. Сунушталуучу иште саналма компакттуулук 
түшүнүгү чагылдыруулар үчүн аныкталган жана ушул чагылдыруулар үчүн бир катар жыйынтыктар алынган: 
саналма компакттуу жана финалдык компакттуу болгондо гана чагылдыруу компакттуу болот, чагылдыруунун 
саналма компакттуу болушунун айрым критерийлери берилген, саналма компакттуу чагылдыруулардын туюк 
камтылган чагылдыруулары да саналма компакттуу болору көрсөтүлгөн, саналма чагылдыруунун үзгүлтүксүз 
элеси да саналма болору жана саналма чагылдыруунун кынтыксыз баштапкы элесинин саналма экендиги да-
лилденген.

Түйүндүү сөздөр: топологиялык мейкиндик; үзгүлтүксүз чагылдыруу; саналма компакттуулук; жабуу. 

COUNTABLE COMPACTNESS FOR MAPPINGS

Zh. Zheenbai, K. Ishmakhametov 

The special role of countable compactness in mathematics is noted as one of the facets of compactness and as  
an element of topological technology. It should be noted that in the constructions of functional analysis the concept of 
countable compactness is preferred. The notion of countable compactness is defined for mappings and the following 
results are obtained for these mappings: a mapping is compact if and only if it is countably compact and finally compact; 
some criteria for a countable compactness of mappings are given; countable compactness is inherited from closed 
submaps; a continuous image of a countably compact mapping is countably compact, and the perfect preimage of 
a countably compact map is such a map itself.

Keywords: topological spaces; continuous map; countable compactness; cover.

В  предлагаемой  статье  понятие  счетной 
компактности  пространств  распространено 
на  отображения  и  для  отображений  доказаны 
аналоги  некоторых  хорошо  известных 
утверждений о пространствах. 

Под  пространством  понимается  топологи-
ческое  пространство,  под  отображением  –  не-
прерывное отображение пространств.

Определение	 1.	 Отображения 
называются счетно-компактным, если из любого  
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счетного  открытого  в  Х покрытия  ω  слоя  f –1y  
каждой  точки   можно  выделить  конечное 
подпокрытие  .  Из  этого  определения  сразу 
вытекает,  что  каждое  компактное  отображение 
[1]  счетно-компактно, но оно обратное и,  вооб-
ще говоря, неверно. Однако имеет место.

Теорема	 1.  Отображение    явля-
ется компактным в том и только том случае, ес-
ли оно счетно-компактно и финально-компактно 
[2, 3].

Как  известно,  что  для  системы 
  подмножеств  простран-

ства  Х считается    
и   .

Теорема	 2.	Отображение    счет-
но-компактно  тогда  и  только  тогда,  когда  для 
каждого    любое  счетное  семейство  зам-
кнутых в Х подмножеств   со свой-
ством  , имело такое конечное под-
семейство   что  .

Замечание.	 Здесь  и  далее  через А обозна-
чено  множество  натуральных  чисел,  то  есть 

.
Доказательство.	 Необходимость.  Пусть 

отображение    счетно-компактно, 
произвольная  точка  и  ,  про-

извольное  семейство  замкнутых  в  X подмно-
жеств  со  свойством  .  Множества  

 открыты в X и, поскольку 
,

то семейство   есть счетное откры-
тое в X покрытие слоя f –1y. Из счетной компакт-
ности  отображения  f  следует  существование 
конечного  подпокрытия  ,  по-
крытия  . Тогда для семейства

, 
где    
выполняется условие: 

.

Достаточность.  Пусть 
и    –  произвольное  счетное  от-
крытое в X покрытие слоя f –1y:  . 

Множества    замкнуты 

в X и  , следовательно, 

.  По  условию  существует  конеч-

ное подсемейство   семейства  
 с условием:

.

Для  подсемейства  ,  где 
 имеем: 

, 

т.  е.  подсемейство    есть  
конечное подпокрытие покрытия ω. Теорема до-
казана.

Определение	 2.  Система  множеств 

  называется  центрированной  от-носительно множества B,  если любое  конечное 
число элементов   этой системы 

обладает свойством  .

Теорема	 3.  Для  счетной  компактности 
отображения    необходимо  и  доста-
точно,  чтобы для  каждого    всякая  счетно-
центрированная относительно слоя f –1y система 

 замкнутых в X подмножеств обла-
дала свойством  .

Доказательство.	 Необходимость.  Пусть 
отображение    счетно-компактно, 

  произвольная  точка  и   
есть  счетно-центрированная  относитель-
но  слоя  f –1y  система  замкнутых  в  X  подмно-

жеств.  Тогда  ,  ибо  в  противном 

случае  в  силу  счетной  компактности  отоб-
ражения  f  и  теоремы  1  нашлась  бы  конечная 
подсистема    со  свойством 

. А  это  невозможно, 

поскольку система   счетно-центри-

рована. 
Достаточность.	 Пусть   

и    –  произвольная  счет-
ная  сис тема  замкнутых  в  X  подмножеств 
со  свойством  .  

Тогда  она  будет  содержать  такую  конечную 
подсистему  ,  что 

,  ибо  в  противном 
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случае  система    была  бы  цен-

трированной относительно слоя f –1y и, по усло-
вию,  обладала  бы  свойством  . 

Итак,  для  каждого    любая  счетная  систе-
ма    замкнутых  в X  подмножеств 
со  свойством    содержит  такую 

конечную  подсистему  ,  что   
и поэтому, в силу теоремы 1 ото-

бражение f счетно-компактно. Теорема доказана.
Следствие	1. Если   счетно-ком-

пактно и   его замкнутое подотображе-
ние, то f1 также счетно-компактно.

Доказательство.	Пусть   замкну-
тое  подотображение  отображения  ,  
т. е. X1 замкнуто в X и   сужение отоб-
ражения f на подмножестве  . Далее, пусть 

  и  рассмотрим  произвольную  счетную 
цент рированную  относительно  слоя    сис-
тему    замкнутых  в  X1  множеств. 
Поскольку X1 замкнуто в X, то эта система будет 
также и  счетной центрированной  относительно 
слоя    системой  замкнутых  в  X  множеств, 
и  в  силу  счетной  компактности  отображения 
f  обладает  свойством  .  Так  как 

 для каждого  ,  то   

и,  поскольку  ,  то  имеет  место  
. Счетная компактность отображе-

ния f1 доказана.
Следствие	 2.  Пусть  X  –  топологическое 

пространство и   его подмножество. Тогда 
M  счетно-компактно  в  том  и  только  в  том  слу-
чае,  если  любое  счетное  семейство  замкнутых 
в X  подмножеств    со  свойством 

 имело такое конечное подсемейство  
, что  . 

Следствие	3. Подмножество M топологиче-
ского пространства X  счетно-компактно,  только 
тогда только тогда, если всякая счетно-центриро-
ванная относительно M система   
замкнутых в X подмножеств обладало свойством  

.
Следствие	 4.	 Пусть    –  семей-

ство  замкнутых  подотображений  отображения 
. Тогда отображение 

счетно-компактно только тогда, если все отобра-
жения   счетно-компактны.

Доказательство.	 Необходимость.  Пусть 
отображение    счетно-компактно. 

Докажем,  что  отображение  ,  где 
  счетно-компактно.  Поскольку  Xi 

замкнуты в   для каждого  , то из 

следствия 1 вытекает счетная компактность ото-
бражения аi .

Достаточность.  Пусть  отображе-
ния    счетно-компакт-
ны.  Докажем  тогда,  что  и  отображение 

  счетно-компактно.  Пусть    

и   произвольное  счет-

ное  открытое  в    покрытие  слоя  .  

Так  как    для  каждого  , 
то    являет-
ся  счетным  открытым  в  Xi  покрытием  слоя 

 для каждого  . Отобра-
жение fi счетно-компактно, поэтому из покрытия 

  можно    выделить  конечное  подпокры-
тие   слоя  .  
Тогда  семейство    есть 
конечное  подпокрытие  покрытия  ω.  Счетная 
компактность отображения   доказана. 

Теорема	 4.  Пусть  даны  отображения: 
,  ,    и  . 

Тогда, если отображение f счетно-компактно, то 
счетно-компактно и отображение  .

Доказательство.		Пусть   и    
счетное  открытое  в Z  покрытие  слоя  . Се-
мейство    является  счетным 
открытым  в X  покрытием  слоя  . 
Отображение  f  счетно-компактно,  следователь-
но, из покрытия   можно выделить конечное 
подпокрытие    .  Тогда  се-
мейство    есть конечное подпокры-
тие  покрытия  ω,  т.  е.  отображение    является 
счетно-компактным. 

Теорема	 5.  Отображения   
только  тогда  счетно-компактно,  если  для  каж-
дого    всякая  счетная  центрированная  
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относительно слоя    система  (любых) мно-
жеств  ,    удовлетворяла  условию 

.

Доказательство.	 Необходимость.	 Пусть 
  и    любая  счетная центрированная 

относительно  слоя    система.  Тогда  и  сис-
тема    будет  счетной  центрированной 
относительно слоя  , и в силу счетной ком-
пактности отображения f и теоремы 3 выполня-
ется условие  .

Достаточность. Так как для каждого    
всякая  счетная  центрированная  относительно 
слоя    система    удовлетворяет ус-
ловию ,  то  и  любая  счетная 
центрированная относительно слоя   систе-
ма    замкнутых  множеств  удовлетворяет 
условию  .  Поэтому,  по  той  же 
теореме 3 отображение  f  будет  счетно-компакт-
ным. Теорема доказана.

Теорема	 6.  Пусть  даны  отображения 
,  ,   и выполняется 

условие  , где λ совершено на отображе-
ние. Если отображение   счетно-компактно, то 
и отображение f счетно-компактно.

Сначала  приведем  следующую  очевид-
ную леммy.

Лемма	 1.  Пусть  дано  отображение 
  и  счетное  открытое  в  X  покрытие  
 слоя  ,  . Далее, 

пусть  система ωf получается  из  системы ω  за-
меной каждого множества Oa конечным набором 
открытых в X множеств  , …,  ,  в  сумме 
дающих  Oa.  Тогда  система  ωf  является  откры-
тым  в  X  покрытием  слоя    и,  кроме  того, 
если  покрытие ω  было  конечным,  то  таким же 
будет и покрытие ωf.

Определение	 3	 [3].  Пусть X  произвольное 
множество  и    произвольная  система 
подмножеств  множества  X.  Объединение  всех 

 называется телом сис темы σ и обознача-
ется  через  σ.  Таким  образом,  ,  
и очевидно, что  .

Переходим к доказательству теоремы 6.
Доказательство.  Пусть    и    – 

произвольное  счетное  открытое  в  X  покрытие 
слоя  .  Так  как  для  лю-

бого    множество    компактно 
в силу совершенности отображения λ и  ,  
т.  е.  υ  является  открытым  в X  покрытием  слоя 

,  то  существует  такая  конечная  подсисте-
ма  υz  системы  υ,  что  .  Отображение 
λ замкнуто, поэтому существует окрестность Oz 
точки z в Z, прообраз   которой содержится  
в .  Семейство  ,    является  откры-
тым в Z покрытием слоя  . В силу предполо-
жения теоремы 6 относительно отображения  ,  
в  покрытие    слоя    впишем  конечное 
открытое  в Z  покрытие  ,    слоя  . 
Каждый элемент покрытия   слоя  

  содержится  хотя  бы  в  одном 
множестве υz. Выберем для каждого α одно мно-
жество  , содержащее множество Oα.

Пусть  .  Положим: 
. В  силу леммы 1 покры-

тие ωλ,  состоящее из множеств  ,  , 
,  является  конечным.  Кроме  того,  по-

крытие  ωλ  вписано  в  покрытие  υ.  Теорема  
5 доказана.

Следствие	 5.  Пусть  дано  непрерывное  на 
отображение  . Тогда, если X – счетно- 
компактно,  то  счетно-компактно  и  простран-
ство Y.

Следствие	 6.  Если  дано  совершенное  на 
отображение  ,  то  из  счетной  ком-
пактности пространства Y  следует счетная ком-
пактность пространств X.

Отметим, что при постоянном отображении 
получаем соответствующие результаты для про-
странств и их непрерывных отображений: след-
ствия 2–6. 
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